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PRZEDMOWA. 


« Niktzapewne nie wątpi 
s owielkich matematyki pożytkach i przysługach : 
» ale z początkową tylko téy nauki znajomością, 
» żaden kray ani do tych pożytków nie trafi, ani 
» do rzędu narodów gruntownie uczonych nigdy 
» należeć nie będzie, Żeby zaś do głębszych wia- 
s domości matematycznych przebrać się pomyśl- 
» nie, i uczuć tę rozkosz umysłu, iaką napełniaią 
» myślącego człowieka, trzeba ie koniecznie w po- 
» czątkowych zasadach obiąćgruntownie, » 

JAN ŚNIADECKI. 


Teoryę wyznaczników wykładałem dotąd dwukrotnie : 
raz w ciągu pierwszego semestru 1876/7 r. a., jako 
przygotowanie do wykładu Przekształceń liniowych; 
drugi zaś raz w ciągu całego 1877/8 r. a., jako przed- 
miot oddzielny. Moje notatki wykładowe utworzyły kurs 
tak odrębny od istniejących podręczników tej teoryi, że 
wydało się właściwem takowy starannie opracować, częś- 
ciowo uzupełnić i ogłosić drukiem. 

Wzmiankę tę o powstaniu dzieła robię umyślnie. Ona 
bowiem najlepiej objaśnia tak wybór i układ jego treści, 
jak i nastrój wykładu, w niem zachowany. 

Charakter algebraiczny badań wyznacznikowych spra- 
wia, że zastosowania ich do różnych kwestyj Algebry lub 

Teoryi liczb przedstawiają się nieomal bezpośrednio i 
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ү! PRZEDMOWA. š - 
niewielu wymagają wiadomości pomocniczych. Gdy 
jeszcze dodam, że szczególnie uwzględniłem własności 
wyznaczników, które są użyteczne w spółcześnie wciąż 
się rozwijającej Teoryi przekształceń liniowych, to, sądzę, 
tak treść badań przedstawionych w tej pracy, jakotez pe- 
wien większy nacisk na niektore wyznaczników własnoś- 
ci, w zupełności usprawiedliwione zostały. 


(o się zaś odnosi do nastroju, w jakim wykład jest 
trzymany, to nań wpłynęło naprzód to, że starałem 
się badania prowadzić ogólnie, nie usuwając kwestyj 
zawiłych, choćby przystępne ich wyłożenie przedstawiało 
nieco trudne zadanie; powtóre poziom przygotowania 
sluchaezów, którzy już z zasadami analizy byli obeznani. 
Wykład ustny stosowałem do tych wskazówek, jakie 
w ciągu jego prowadzenia mi się nasuwały. Z nich rów- 
nież korzystałem przy ostatecznej redakcyi tego dziela, 
starając się w niem o ile możności odtworzyć wykład. 


Książka ta zatem nie przedstawia konspektu wykładu, 
lecz sam wykład, ze wszystkiemi szczegółowemi rozwi- 
nięciami, jakie, w miarę nadarzających się trudności, 
robić trzeba było, dla należytego ich pokonania. Jestem 
bowiem zdania, że pozorna sprzeczność, jaka istnieje 
między panujacem pojęciem o «zdolności do matematy- 
ki » naszej młodzieży wogóle, a faktem, że tak niewielu 


jest u nas w tej dziedzinie pracowników naukowych, choć 
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PRZEDMOWA. VII 
zależna od innych jeszcze przyczyn, objaśnia się brakiem 
wytrwania w pokonywaniu trudności, napotykanych przy 
czytaniu nie tylko prae źródłowych, ale nawet podrecz- 
ników. Podręczniki bowiem w obcych językach (a nasze 
są zwykle na wzór nich opracowywane) pisane są dla 
tych, którzy wotoczeniu swem znajdują pewien bodziec do 
prowadzenia usilnych studyów naukowych, którzy radzi 
sa nawet owym niedomówieniom wykładowym i napom- 
knieniom rachunkowym, gdyż słuszność własnych uzu- 
pelnień kontrolują zgodnością z dalszemi badaniami. 
U nas inaczej. Kursy czy-to uniwersyteckie, czy-też 
w zakładach technicznych, obrabiane bywają starannie, 
lecz po większej części tylko ze względu na egzaminy, 
które zdać należy. Niejedni wprawdzie zajrzą do dzieła, 
związanego swą treścią z wykładami słuchanemi, choć 
nie będącego bezpośrednią ich podstawą. Ale : ilu je na- 
leżycie przestudyuje? Dlatego, mojem zdaniem, należy 
nam dość jeszcze długo podręczniki matematyczne pisać 
nadzwyczaj jasno. Nie chcę bynajmiej przez to powie- 
dzieć, aby należało obniżać poziom wykładu; owszem, 
prowadzić go jaknajściślej, zachowywać należytą ogól- 
ność badania, ale każdy szczegół tak wypracować, aby 
czytelnik nie znajdował trudności przy jego pojmowa- 
niu i uzasadnianiu. Wzorem utrzymania w tem właści- 
wej miary służyć będą zawsze prace Śniadeckiego Jana. 
— W ten tylko sposób można podtrzymać wytrwałość 
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VIII PRZEDMOWA. 

w czytaniu dzieł, oraz wpłynąć na wyrobienie i powiększe- 
nie zastępu czytelników dzieł naukowych u nas. Jak bo- 
wiem przeprowadzenie jednego samodzielnego badania 
zachęca do wzięcia się za nowe, tak przestudyowanie jed- 
nego dzieła prowadzi do pracowania nad innem. 


Temi właśnie względami kierowałem się przy przed- 
stawianiu oddzielnych szczegółów, a tak co do tego, jak 
i со do porządku, przeprowadzonego w układzie treści, 
i również co do stopniowania samego wykładu, starałem 
się korzystać ze spostrzeżeń, jakie mi dawała praktyka 
wykładowa. Jej głównie zawdzięczam dosadność, zacho- 
waną w badaniach, jakoteż i to, że w przedstawieniu 
wielu kwestyj zdołałem uprościć dość zawiły ich wywód i 
uprzystępnić ich pojmowanie. 


W rozdziale drugim dlatego prostą jego treść tak dro- 
biazgowo przedstawiłem, aby czytelnika oswoić z wyra- 
żaniem własności wyznacznika za pomocą formuł i aby 
nauczyć czytać takowe. — 7а zasadę do wyznaczania zna- 
ku tak wyrazu, jak i wyznacznika częściowego, wybrałem 
liczenie zmian, a nie przestawienia lub podstawienia koło- 
we, jako prostsze, choć dotąd systematycznie nigdzie nie ' 
przeprowadzone. — Różnieczkowanie odsunglem aż do 
rozdziału siódmego, t.j. nie wprowadzałem go dotąd, 
dopóki to już nie stało się koniecznem. — Со do treści 
zaś rozdziałów ósmego i dziewiątego z jednej, a dziesiątego 
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PRZEDMOWA. IN 
do dwunastego z drugiej strony, to, medyfikując nieco 
redakcyę, możnaby było odwrotny zachować porządek. 
Wybrałem jednak ten, aby badania własności wyznacz- 
ników szczególnych, t. j. symetrycznych, skośnych i 
funkcyjnych, przedstawiały zakończone całości. 


Rozmiary, jakie przybrało dzieło moje, zmusiły mnie 
do przemilezenia wielu ciekawych zastosowań wyznacz- 
ników do różnych zadań matematyki. Najgłówniejszych 
jednak, najwięcej typowych, staralem się nie pominąć, 
chcąc tem samem wskazać czytelnikowi, jak różnorodne 
bywa korzystanie z tak potężnego narzędzia badania, 
jakiem są wyznaczniki, chcąc przez to wzbudzić w nim 
pewne, nie wyłącznie teoretyczne zajęcie, przy studyowa- 
niu ich własności. Potrzeba ograniczenia się wpłynęła 
także na to, że kwestye drugorzędnego znaczenia, albo 
nie dające się jeszcze tak obrobić, iżby do podręcznika 
dogodnie wprowadzone być mogły, zaznaczałem tylko, 
dodając wskazanie źródeł. 


Nie bez tego, żeby niektóre 2 podręczników, lub nie- 
które z prac źródłowych nie wpływały na opracowanie 
pewnych ustępów wtem dziele. Uganianie się bowiem za 
samodzielnością tam, gdzie prostota i ścisłość już swoje 
zrobiły, byłoby zbytecznem i do niczego, chyba do zaciem- 
nienia rzeczy, prowadzącem. Takie miejsca starannie 
jednak zaznaczałem. Nie idzie znowu za tem, aby każdy 
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odsyłacz, wskazujący na autora, który pierwszy na roz- 
trząsaną kwestyę zwrócił uwagę, miał rodzić myśl, żem 
zeń brał dowodzenie, lub nawet wysłowienie własności. 
Chciałem w tych odsyłaczach wskazać czytelnikowi na 
to źródło, w którem odpowiednia własność, choćby 
tylko w pewnym szczególnym przypadku i najprostszych 
warunkach, czasem mimochodem nawet, zaznaczoną 
została. Wskazówki takie dadzą pewne pojęcie o kolej- 
nym rozwoju studyowanej gałęzi, a może też kogo za- 
chęcą do zapoznania się ze źródłami, jedynie wyrabiają- 
cego prawdziwie naukowych badaczów. 


Co się tyczy przykładów i zadań, to, jeśli natrafiłem 
w jakiej pracy na ujawniające owe własności, o które mi 
szło, nie zadawałem sobie trudu obmyślania innych 
przykładów podobnych, i brałem gotowe, zaznaczając 
tylko przy więcej złożonych autora, z którego czerpałem. 
Gdy zaś odpowiednich nie było, obmyśliłem własne. 


Wskazywanie szczegółowe : które przykłady są mego 
pomysłu, lub które odmiennie niż gdzieindziej są tu 
traktowane ; jak również odznaczenie wszystkich tych 
ustępów wykładu, które są rezultatem moich pracowi- 
tych obmyślań — wymagałoby (w razie, gdybym pod 
tym względem chciał być dokładnym) objaśnień zbyt na 
tem miejscu obszernych i drobiazgowych, a dla każdego, 
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PRZEDMOWA. , XI 
obeznanego z dotychezasowemi na tem polu pracami, 
zbytecznych. 


Dodać tu jeszcze muszę, że, o ile możności, unikałem 
w mem dziele polemieznych zwrotów, tam tylko robiąc 
sprostowania, gdzie szło o rzeczy zasadnicze, 


Kończę, wypowiadając życzenie, aby czytelnik, który 
osiągnie korzyść z przestudyowania tej pracy, podzielił 
ze mną uczucie wdzięczności, jaka się należy jej wydaw- 
cy, hrabiemu Janowi Działyńskiemu, który tak gorliwie 
podtrzymuje ruch naukowy na polu nauk ścisłych. 


Warszawa, 2 listopada 1878 r. 
Baraniecki. 
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stron, wiersz zamiast ma być 

3^4 8 od góry ( TS oen 

34 9 » Nee 1, 0, 

42 n od dołu a? а» 

^45 z „imię. аза, dy 2 day эд, d22 023 

^6 10 od góry dy asy 3 аз a, dą 3 

63 Д od dołu wyraz jeden tylko wyraz 
130 8 » iloczynowy ilorazowy 

219 2 » = p= 

231 12 od góry n-ego m-ego . 
235 9 od dolu di ki aj ki 

235 5 » (— 1)у/+! odpowiednim (8 37) 
246 ^ n Weyřauch Weihrauch 
248 10 » a © 
261 2 » Joahimsthal Joachimsthal 
266 11 n Dm Pm 
271 8 od góry аз» (s, v 
272 2 od dotu Borhardt Borchardt 
284 9 od góry równań - n równań 

5 2 

102 10 » Au Au 

105 1 od dołu ścisłym. ścisłym (š 43). 
427 6 “ równych równych potęg 
467 7 od qóry Pfaffiana Vfatfianu 
470 11 » Pfaffiana Pfaffianu 
480 13 « niezaleznemi niezależny 


(`) Z powodu prowadzenia korrekty z Wars аму (a częściowo z Drus- 
kiennik), złożone arkusze długo w Paryżu na odbijanie czekały; skutkiem 
tego wiele czcionek wypadło. Takie-tylko główniejsze sprostowania tu zro- 
bione. 
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$4. 


Zestawiając ze sobą w pewnym oznaczonym porządka 
jakiekolwiek ilości, które elementami nazywać będziemy, mo- 
ету uwydatnić owe właśnie następstwo elementów w ten 
sposób: wszystkie elementa oznaczamy jedną głoską z liczeb- 
nemi wskaźnikami ; następstwo po sobie wskaźników cecho- 
wać będzie porządek, w danym wktadsie (complexio, disposi- 
zione, arrangement) elementów zachowany. Przy pomocy 
takiego oznaczenia, możemy łatwo dwa układy tych samych 
elementów porównać ze sobą co do następstwa ich elemen- 
lów. . 

Np., mamy dwa układy pięciu elementów 


а, 036, d; 8 


mianowicie : 
bcaed i a lceh, 
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z których pierwszy przyjmijmy za zasadniczy; z nim chcemy 
porównać drugi z tych układów. Nazwawszy 


BEM: € — us, a = as, е==а\, d = a,, 
możemy te układy tak przedstawić : 
ауазазауа,; i (1305051401. 


Dla porównania'nastepstwa po sobie elementów w takich 
dwu układach, umówmy sie, aby, wogóle, z dwu elemen- 
tów ten nazywać wyższym (hóheres El.) (*), którego wskaź- 
nik jest większą liczbą. Wtedy w układzie zasadniczym 


0112130405 


.—kazdy z elementów nie ma przed sobą wyższego elementu. 
W układzie zaś 
(30505040, 


widoczne pod tym względem zmiany. Mianowicie : element a; 
jest wyższy niż następujące po nim elementy a» i a,, element a; 
wyższy od elementów «5, a, i a, element a; wyższy od ele- 
mentu a, i nakoniec element a, wyższy jest od elementu ay. 
Tak, że mamy w tym układzie względem układu zasadniczego 


następujące zmiany (dérangement (2), inversion, variation) : 


аза», аза, 

00, (15414, аузу, 
ап, 

Hu, 


(!) albo dalszym. 

() Rozważanie tych zmian wprowadził Cramer w Introduction àl Ana- 
lyse des Lignes Courbes Algébriques. Genewa, 1750 (str. 653 i następne), 
porównaj niżćj š 17. 
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temu zatem układowi odpowiada 7 zmian. Jeśli zaś шашу 
np. układ c 
азазауаүау, 


to widzimy w nim względem układu zasadniczego zmian 4, 
to jest 
030,, 


оз, 
“5, U54. 
Liczba więc zmian, odpowiadających pewnemu układowi, jest 
albo parzysta, albo nieparzystą. 
$ 2. 
Gdy, wogóle, mamy n elementów, które tworzą układ 
zasadniczy 
Q ny... dy_qln, 


to utworzymy wszystkie możliwe układy tych m elementów 
przez przestawienie wskaźników w wypisanym układzie we 
wszelki możliwy sposób. Różnych więc między sobą układów 
n elementów będzie tyle, ile jest przemian n ilości 


135089 44 хае аль 
Liczba tych przemian wyraża się, jak wiadomo, przez fakultet 
ЗАС 


tyleż więc będzie różnych układów danych n elementów. 


Porównywajac każdy z tych 


2.9 =N 
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układów z układem zasadniczym, spostrzeżemy, że każdemu 
odpowiada albo parzysta albo też nieparzysta liczba zmian. 
Stosownie do tego, idąc za Cnaxrn'em (t), możemy podzielić 
nasze układy na dwie klassy : do jednej zaliczymy. układy o 
parzystej liczbie zmian, do drugiej zaś układy o liczbie zmian 
nieparzystej. Przytem, układ zasadniczy, któremu odpowiada- 
jąca liczba zmian jest zero, zaliczamy do klassy o parzystej 
liczbie zmian, 

š 3. 

Liczba układów jednej klassy jest iaz sama, со liczba ukła- 
dów drugiej. Dowiedziemy, że : jeżeli to ma miejsce dia ukła- 
dów n elementów, to ma również miejsce dla układów n - 1 
elementów. 


Jeślibyśmy wypisali wszystkie 
М 


ukladów n elementów 


аа, КҮ. йа, 
z których a według przypuszczenia, odpowiada parzystej, 
zaś > układów odpowiada nieparzystej liczbie zmian, to, 
aby PEN, wszystkie (3 2) 


1.2...n (n 1) 


układów n - 1 elementów 
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naprzód do wszystkich wypisanych N układów n elementów 
po ostatnim elemencie przystawimy element a,.,; dalej we 
wszystkich tychże N układach n elementów wstawimy element 
«,., między ostatnie i przedostatnie, potem między drugie 
i trzecie od końca,..., następnie między pierwsze i drugie 
(z początku) elementy, nakoniec przystawimy go w każdym 
układzie przed pierwszym elementem. W ten sposób, z każ- 


dego z 
12 n 


układów n elementów otrzymamy n+ 1 układów r -L1 ele- 
mentów ; razem więc 


1.3... (n + 1) 


układów, t. j. wszystkie możliwe. — Gdyśmy element a,,, 
przystawili na końcu wszystkich N układów, to w żadnym nie 


T 


przybylo zmiany : E wiec z nich pozostalo jednej i 3 dru- 


giej klassy. Przez wstawienie elementu a,,, między oslatniermi 
i przedostatniemi elementami wszystkich N układów, w każ- 


dym układzie przybyła jedna zmiana, a tem samem = ukła- 

; Ini tej liczbi š; lido eden N 
dów, poprzednio o parzystej liczbie zmian, stało się teraz * 
ukladami o nieparzystej ich liczbie, i odwrotnie, tak, 2e rów- 


nież z tych N układów n-L 1 elementów jest > jednej i S 


« 


drugiej klassy. Wstawieniem elementu a,,, we wszystkich N 
układach n elementów między drugiemi i trzeciemi od końca 
elementami powiększamy w każdym układzie liczbę zmian o 
dwie, tak, że znowu z tych N układów n + 1 elementów jest — 


układów jednej i 3 układów drugiej klassy, i t. d. Wogóle 
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za kazdem wslawieniem elementu а, +; w jakiekolwiek miejsce 


N układów л elementów (byle to samo we wszystkich ukła- 


x 
dach), otrzymujemy a układów n-- 1 elementów jednej i i 


drugiej klassy. А że wstawiamy element a,,, we wszystkie N 
układów n elementów n--1 razy, więc układów л + 1 ele- 


mentów jest (n-- рх jednej klassy i tyleż drugiej. — Widzi- 


my więc, że : jeżeli liczbaukładów n elementów jednej klassy jest 
taż sama, co liczba układów drugiej klassy, to i układy л + 1 
elementów rozdzielają się na dwie klassy o jednakowej liczbie 
układów. 


Z dwu zaś elementów mamy 1.2 — 2 układy 
ауа», аза, ; 


. pierwszemu odpowiada zero (liczba parzysta) zmian, drugiemu 
zaś jedna (liczba nieparzysta). Układy więc dwu elementów 
rozdzielają się na dwie klassy o jednakowej liczbie układów 
(w każdej po jednym). Na mocy więc wyżej dowicdzionego, 
układy trzech elementów tęż samą własność posiadać będą, 
równie jak układy czterech, pięciu, ..., wogóle ilukolwiek 
elementów. 


Możemy więc powiedzieć : 


Pośród 
1:99: wa N 


układów n elćmentów jest Е układów, którym odpowiada pa- 
rzysta liczba zmian, i tyleż układów, którym edpowiada niepa- 
rzysta liczba zmian (*). 


(t) Jednakowa liczba układów w obu klassoch CnawEm'a długo była 
przyjmawaną, jako rzecz oczywista. Pewne dowodzenie tej wlasności 
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š 4. 


«Tak w algebrze, jak i w analizie, nie jest bynajmniej rze- 
» czą obojętną, jakie przyjmiemy znakowanie dla ilości, z któ- 
» remi mamy mieć do czynienia. Ono powinno w pewien sposób 
» charakteryzować te ilości. » « Na pewno można bez przesady 
» utrzymywać, że rozwiązanie wielkiej liczby zadań zależy jedy- 
» nie i wyłącznie od trafnego wyboru znakowania. » (*) 

Jeśli mamy mn elementów, to możemy się umówić, aby 
je oznaczać jedną głoską z dwoma wskaźnikami (przekonamy 
się niedługo, że taki sposób znakowania będzie nader dla na- 
szych badań dogodnym). Jeden ze wskaźników niech zmienia 
się od 1 do m, drugi zaś od 1 don. Z połączeń tych wskaź- 
ników, otrzymamy mn różnych oznaczeń naszych elemen- 
tów (3), które więc będziemy mogli tak przedstawić : 


йаа, Чә, (ha + + + > Oy ky e + + s Aim 


034, Qa Q23) + + + y Q3, + + + + G, 


Gji, dis JC... 62 + 3 Minm 


(lma Am2 @тз,-*. y От + * > Оле 


Ta tablica (matrix) przedstawia wszystkie mn elementów, 


wskazał BALTZER w Theorie und Anwendung der Determinanten. 
Lipsk (czwarte wydanie 1875 r., str. 2). Zasadę zaś przywiedzionego tu do- 
wodu podał GUENTHER w Lehrbuch der Determinanten-Theorie. Erlangen 
(drugie wydanie 1877 r., str., 35). 

(1) Hesse. Die Determinanten, elementar behandelt. Lipsk, 1871 
(str., 21). 

(2) Pomysł tego « topograficznego » sposobu oznaczania elementów na- 
leży do LErBsrrz'a (porównaj ў 17). 
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8 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 
które tworzą w niej rzędy pionowe i poziome; rzędy pionowe 
nazywać będziemy kolumnami, rzędy zaś poziome wzerszami. 
Element, pomieszczony w ?-ym wierszu a k-ej kolumnie, 
jest a;4. Każdy element jest oznaczony głoską łącznie z dwoma 
wskaźnikami, postawionemi w oznaczonym porządku, tak, że 
np. elementy 74,» i a, są odrębnemi ilościami, są wogóle 
całkiem od siebie niezależne (*), choć mają wskaźniki podo- 
bae. Również to, że np. elementy a; i а; mają pierwsze 
wskaźniki jednakowe, nie przesądza bynajmniej o ich wzajem- 
nej zależności : wskazuje to bowiem tylko na to, że oba ele- 
menty są postawione w tym samym wierszu naszej tablicy. 


$ 5. 


Szczególnie ważnym jest przypadek, kiedy m =n. Wtedy 
nasze n* elementów możemy przedstawić za pomocą tablicy 


ал, 0,2. + +ç s буу... 5 Cum 


Qy O35, ° + + y G, + + + э ham 
КТУУ: . E15 , 
Oits Gay + + + > Ci, + + + 4 Min: 
. . : Ñ 
Ants бтз, + + +, бу... › блм, 


posiadającej n wierszy i n kolumn i mającej postać kwadratu. 
W tym kwadracie systematu elementów przekątną od а, 1, do Ann 
nazywamy główna przekątna kwadratu elementów; elementy 

ауд, Qa 335 e + + 9 б, + + o y Ou str Tan 


(^) Dopóki innego założenia wyraźnie nie postawimy. 
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OKREŚLENIE WYZNACZNIKA. — ROZ. I — Š Û. 9 
nazywamy elementami głównej przekatnej, albo elementami 
głównemi. Dwa elementy takie, jak ар» i ад, jak азу I 035, 
czyli, wogóle, dwa elementy mx i a, nazywać będziemy 
elementami sprzężonemi. 


š 6. 


Z elementów poprzedzającego $ twórzmy iloczyny po n 
czynników tak, aby w każdym iloczynie znalazł się jeden tylko 
e'ement każdego wiersza i jeden tylko element każdej kolumny. 


Wtedy, jeśli w jednym takim iloczynie z elementów pierw- 
szego wiersza znajduje się element p-ej kolumny, t.j. 4,,, 
z elementów drugiego wiersza element a, i t. d., nakoniec 
z elementów n-ego wiersza element a,,, w takim iloczynie 


Aig + + + > ns 
drugie wskaźniki 
pois btt 


przedstawiają pewien układ n liczb 


Gdy utworzymy inny iloczyn, w który wejdzie z pierwszego 
wiersza element ap az drugiego my, . . . , Z n-go Ann to 
w tym iloczynie 

RT AR 
wskaźniki drugie 
(AAU RES 


przedstawiają odmienny od poprzedniego ukhd tychże liczb 


o. се pon к 
| a 
NÉ. 
" S 
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10 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 
Podobnych iloczynów możemy utworzyć tyle, ile jest ($ 2) 
przemian z n ilości, t. j. 
19:71, 


Pośród tych iloczynów znajdzie się, oczywiście, utworzony 
przez pierwszego wiersza pierwszy element, drugiego wiersza 
drugi, . . . , n-ego wiersza n-y, t.j. iloczyn 


aA, + 2 + (zj + + + [Lm 


złożony z elementów głównej przekątnej ; ten iloczyn nazwiemy 
iloczynem głównym (terme principal, terme-type). 

Umówmy się nadto, aby przed każdym iloczynem, w któ- 

rym układowi drugich wskaźników jego elementów odpowiada 
parzysta liczba zmian, postawić znak +-, przed każdym zaś ilo- 
czynem, w którym układowi drugich wskaźników odpowiada 
nieparzysta liczba zmian, postawić znak — . Możemy to inaczej 
tak wypowiedzieć. Stawiamy znak —- przed iloczynem głów- 
nym, oraz przed wszystkiemi iloczynami, w których układ dru- 
gich wskaźników elementów, te iloczyny tworzących, do tej 
-samej klassy CRAMER'a należy, co ich układ w iloczynie głów- 
nym; przed pozostałemi zaś iloczynami, w których układ dru- 
gich wskaźników należy do klassy innej, niż ich układ w wyrazie 
głównym, stawiamy znak -— (*). 


(!) Jeśli liczbę zmian, odpowiadajacych układowi 


Ps f + 1,5, 
nazwiemy =, to iloczyn a, y024...a,,» będzie miał znak + lub znak —," 
według tego, czy г jest liczba parzystą, czy nieparzystą, czyli, czy 

(—1)y 


przedstawia + 1, czy --1. Skutkiem tego wyraz ten, wraz z jego 
znakiem, możemy tak przedstawić 


(— 1), 4: «н 
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OKRESLENIE WYZNACZNIKA. — ROZ I — Š 7. 11 
W ten sposób połowa liczby wszystkich iloczynów będzie 
mieć znak --, druga zaś połowa znak — (š 3). 


Wszystkie te 


iloczynów możemy uważać, jako utworzone z iloczynu głów- 
nego w skutek zastąpienia układu drugich wskaźników przez 
wszystkie tych n wskaźników przemiany. 


Lecz w każdym takim iloczynie możemy zmienić porządek 
następstwa po sobie elementów (czynników). Możemy miano- 
wicie we wszystkich iloczynach tak przestawiać elementy, aby 
w każdym iloczynie drugie wskaźniki następowały po sobie 
w porządku 


Po takiem przestawieniu, zobaczymy, że pierwsze wskaźniki 
utworzą wszystkie możliwe układy tych n liczb, tak, że iloczyny 
nasze możemy sobie wystawić, jako utworzone z iloczynu głów- 
nego, przez zastąpienie układu pierwszych wskaźników przez 
wszystkie tych n wskaźników przemiany. Tak np. jeśli mamy 
iloczyn 


Quia + + + Ans 
to, odpowiednio przestawiając wzajemnie po dwa elementy, 


możemy dojść do tego, że drugie wskaźniki, zamiast układu 


przedstawią układ 
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Wtedy pierwsze wskaźniki utworzą pewien nowy układ ('). 
Idzie o to tylko, czy ten nowy układ pierwszych wskaźników, 
który nazwijmy np. 


АН CH 


należy do tej samej klassy, co układ 


Pr 5595358 


czy też do innej, a tem samem, czy, zależnie od tego, ilo- 
czynom 


Q3,,032,4 O4. 


Пада 2...0n 


(1) Np. а; за, заз лаз заз л. Chcąc otrzymać, jako drugie wskaźniki, 
układ ' 1, 2, 3, 4. 5, przestawiajmy z sąsiednim, z lewej strony, każdy 
element, zaczynając od elementu z najmniejszym drugim wskaźnikiem, 
dopóki on się nie znajdzie na miejscu, przez ten drugi wskaźnik ozna- 
czonem. Tak więc 


w układzie a, 3a» 5034043054  przestawmy азу i а, 


» 4,303 40,504 305 4 » azı і 043 
» аз 404,302,04 20 4 » a i A> 5 
» az 404,0 4,0» 55 д » di» i ay 
» (13,40 „әа за» „ау, » аы Í as 


Az 404 704,355 (5. 


Otrzymaliśmy w ten sposób postać поа naszego iloczynu, w której 
drugie wskaźniki nie tworzą ukladu 3, 5, 1, 2,4, lecz układ 1, 2,5, 
4.5. 

Pierwsze zaś wskazn ki Iw rza nowy uklad 3, ^, 1, 5 2. 


` 
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OKRESLENIE WYZNACZNIKA. — ROZ. I — Š 7. 13 
wypada jednakowe dać znaki, jak to rzeczywiście być po- 
winno (*), czy też znaki różne ? 

Z pierwszego z tych iloczynów przechodzimy do drugiego 
przez uskulecznienie pewnej liczby wzajemnych przestawień 
dwu elementów. Jeśli, dla otrzymania drugiego iloczynu, 
będziemy w pierwszym iloczynie każdy element, zaczynając od 
elementu z najmniejszym drugim wskaźnikiem, wciaż o jedno 
miejsce przesuwać w lewo, dopóki on nie zajmie miejsca ozna- 
czonego przez ten drugi wskaźnik, to wiedy będziemy zawsze 
w tym przypadku, że przestawiamy dwa sąsiednie elementa. 
przy l<, zaś ж <s, 

0, «0, - , (1 f d 
PIB uż 
które mają tylko zmianę w drugich wskaźnikach ; po przesta- 
wieniu, 
аа (lya, 


one mają zmianę w pierwszych wskaźnikach (). Że zaś to ma 
miejsce dla każdego takiego przestawienia wzajemnego dwu 
elementów, oraz, że za pomocą takich przestawień z pierw- 
szego iloczynu otrzymujemy drugi, więc układy 


Ps 4%: s Уз Ж, 


należą do tej samej klassy, t. j. iloczynom samym wypadnie 
dać jednakowe znaki, jeśli przy dawaniu znaku kierować się 


(U Gdyż zmieniliśmy tylko porzadek następstwa czynników. 
(2) Np. w układzie 
ауа. 304,404, 05,4 


zamiast 3,25, stawiamy аца». 
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14 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 
mamy parzystością lub nieparzystością liczby zmian, każdemu 
z tych układów odpowiadającą (*). 


Możemy więc powiedzieć, że czy my tworzymy nasze 
RZE 


iloczynów z iloczynu głównego, jn zez kolejne zastępowanie układu 
drugich jego wskaźników przez wszystkie ich przemiany, czyteż 
przez podobne zastępowanie układw pierwszych wskaźników, to 
Поступу te będą też same i z takiemiż samemi znakami. 


š 8. 


Summa algebraiczna tych wszystkich iloczynów nazywa sie 
wyjznacznikiem. 

Zbierając razem to wszystko, cośmy wyżej o tych iloczynach 
mówili, możemy postawić lakie określenie wyznacznika. 

Wyznacznik systematu n? elementów, w pewien oznaczony spo- 
sób ustawionych w n wierszach, w każdym po n elementów, jest 
to summa algebraiczna wszystkich możebnych różnych między soba 
iloczynów n elementów, tak wziętych, że w każdy iloczyn wchodzi 
Jeden element każdego wiersza 1 jeden element każdej kolumny (°); 


(1) Sądzę, że podany tu dowód jest ściśiejszy tak od dowodu BECKER'a, 
Ueber einen Fundamentalsatz der Determinantentheorie (SCHLOEMILCI, 
Zeitschrift für Math. u. Phys., rocznik AVI, str. 530), jak і dowodu 
BALTZER'A (1. €., str. б). 

(2) Uzmysłowić to możemy w ten sposób. Wystawmy sobie szacho- 
wnicę mająca n? pól; każde pole cdpowiada jednemu elementowi. Wtedy 
tworzenie tych iloczynów odpowiada takiemu zadaniu : we wszelki 
możliwy sposób tak na tej szachownicy ustawić n wież, aby Żadna nie 
byla przez inną wieżę szachowana. 
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OKREŚLENIE WYZNACZNIKA. — ROZ. t — 8. 15 


pierwszy iloczyn, zwany głównym, jest iloczynem elementów głów- 
nej przekatnej i jest poprzedzony znakiem -H; wszystkie iloczyny 
można utworzyć z iloczynu głównego, zastępując kolejno przez 
różne przemiany, albotylko układ pierwszych jego wskaźników, albo 
tylko układ drugich jego wskaźników; każdy z tych iloczynów 
należy wziąć ze znakiem -|- lub ze znakiem — , zależnie od tego, 
czy przestawione wskaźniki tworzą układ, należący do tej samej 
klassy, co układ odpowiednich wskaźników w iloczynie głównym, 
czyteż do innej klassy. 

Ponieważ w każdy iloczyn wyznacznika systematu n* ele- 
mentów wchodzi n elementów (jako czynniki) w stopniu 
pierwszym, to każdy iloczyn, a tem samem i ich summa, L. j. 
wyznacznik, jest funkcya n-ego stopnia względem elementów. 


Tych iloczynów, t. j. wyrazów wyznacznika, jest (S$ 6, 7) 
1.2.3.,.m, 


` z których połowa jest poprzedzona znakiem --, połowa zaś 
znakiem — ($$ 3,0). 

Każdy wyraz wyznacznika zawiera z każdego pionowego 
i każdego poziomego rzędu jeden tylko element. Możemy więc 
powiedzieć, ze : wyznacznik jest funkcya jednorodną i lintjową 
elementów jakiegokolwiek wiersza lub kolumny. 

Wyraz «wyznacznik » |!) jest zręcznem tłomaczeniem w in» 
nych językach powszechnie przyjętej nazwy : «determinant». 
Użył jej po raz pierwszy Gauss w Disqutsitiones arithmetica (2) 


(U Ze spolszczona nazwą : « wyznacznik > spotykamy się po raz ріег« 
wszy w kursie litografowanym : Algebra Wyższa podług wykładu pro- 
fessora BABCZYŃsKIEGO w Szkole Głównej Warszawskiej za rok 1864-65, 
(sir. 299), То jednak spolszczenie jest zasługą FRACZKIEWICZA. 

(2) Pierwsze wydanie w r: 1801, Lipsk: 


http://rcin.org.pl 


16 -  TEORYA WYZNACZNIKÓW. 

na oznaczenie pewnego szczególnego przypadku wyznacznika 
drugiego stopnia (*). W tem zaś znaczeniu, w jakiem wyraz 
« determinant» dziś jest pojmowany, wprowadzony on został 
do nauki przez Catcny'ego (2). 


$9. 
Wyznacznik systemalu 2* = 4 clementów 


(O51 G 


8345. 033, 


składa sięz 1.2— 2 wyrazów i jest drugiego stopnia. Główny 
jego wyraz -F 4,055. Zastępując w nim układ drugich wskaz- 
ników 1, 2 przez układ 2, 1, otrzymamy zeń iloczyn ау 44 ,; 
„gdy zaś układowi 2, I odpowiada jedna zmiana, a tem samem 
układy 1,2 i 2,1 należą do odrębnych klass, to przed ilo- 
czynem 6,45, wypadnie postawić znak — i wyznacznik tego 
systematu czterech elementów jest wyrażeniem 


+ 041022 — (1, 502 4 


(9) «Numerum 00 — ас, a cuius indole proprietates. forme axx + 
«аууу imprimis pendere in sequentibus docebimus, determinantem 
«liuius forma vocabimus », Tom I dzieł GAvss'a (str. 122). Góttingen, 1863. 

To wyrażenie 02 — ac jest wyznacznikiem systematu elementów 


b, a, 


c, b; 


jest ono właściwie discriminantem formy a.c? -I- bry + cy?, według dziś 
przyjętej terminologii. Porównaj š 81. 

(2; Mémoire Sur les Fonctions, qui ne peuvent obtenir que deua: 
valeurs .. Rozprawa ta przedstawiona Akademii w 1812 r. ogloszona 
w XVII cahier Journal de'l'Ecole Polytechnique (1815). Wprowadzajac 
ię nazwę (str. 51), Cavcny dodaje : «les deux expressions suivantes, 
« déterminant et résu'tante, devront ètre regardćes comme synonymes » 
Zo». $ 78. 
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Gdybyśmy w głównym wyrazie -} a10 układ pierwszych 
wskaźników 1, 2 zastąpili przez układ 2, 1, to wyznacznik nasz 
przedstawiłby się w postaci 


F atto — @з з 
Tak np. jeśli mamy cztery ilości 
5, 7, —6, a, 


a ustawimy je w sposób np. taki : 


to wyznacznik tego systematu jest 
5. —1.(—6) = 5а + 42; 


jeśli zaś ustawimy je np. tak : 


1, —6, 
lo wyznacznik tego systematu jest 
5.(- 6) —T.a* = —30 — 1а? 
Podobnież, wyznacznik systematu tak ustawionych czterech 
ilości : 
sina. sing, 


COS«, COSÓ, 
jest 
-]-sinacos$ — sinB cosa = sin(a — 8). 
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18 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 
Wyznacznik trzeciego stopnia, t. j. wyznacznik syslemalu 
3? — 9 ilości 
01,5 04,3, 04,5; 


аза, 4033, 023, 


034, G39 03,3, 
posiada 1.2.3 = 6 wyrazów. Wyraz główny jest 
+ 4i ato ots s. 


Zastepujac w nim uklad drugich wskazników przez wszystkie 
ich przemiany, a mianowicie 


1, 2, 3; (zmian 0) 
1, 3, 2; (zmiana 1) 
2, 9, 1; (zmian 2) 
2, 1, 3; (zmiana 1) 
3, 1, 2; (zmian 2) 
3, 2, 1; (zmian 3), 
otrzymujemy wyznacznik 
+04 102,203,3 — 0, 102,303,2 -H Qi 203 5003 4 


— (ц 202 403,3 1-44 302 403,2 — dy 302,03 4. 


Gdybyśmy tworzyli przemiany w pierwszych wskaźnikach, to 
otrzymalibyśmy ten sam wyznacznik w takiej postaci 


- a, 142,283,3 — @\ 403 202,3 -H 2,5, 904 5 


— азай 203,3 03,404 202,3 — 03,402, з. 


http://rcin.org.pl 


ROZWINIECIE WYZNACZNIKA. — ROZ. 1 – 


Np. gdy dane sa 9 ilości 
P 2, 3, 4, 


ustawione w ten sposób : 


to wyznacznik tego systematu 


3- 1.4.9 — 1.7.8 42.7.6 — 2.3.9 - 5.3.8 — 5.4.6 = 10% 


2, 5, 

Lh 
8; 9, 
jest 


jeśliby zaś też same ilości tworzyły systemat 


, 


-I 
- 


to jego wyznacznik 


+1.5.9 — 1.6.8 4-2.0.7 — 2.4.9 3.4.8 —3.5.1 = 0. 


% 9 
5; 6, 
LADA 


š 9. 


19 


Zapanta. Rozwinąć i obliczyć wyznaczniki następujących 


systematów elementów : 


(1) 


20), 
E m 
(2"j 
4, 
(3) 
I, 
d 
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(6°) 


(1°) 


(8°) 


(W) 


(10°) 


TEORYA WYZNACZNIKÓW. 


sine, 


— COS а, 


COS &, 


sin a. 


- z--yV—1, —a--y—1, 


a + b y—1, 
11, 45, 
13, 13, 
9 9, 
2, —1, 
p 3, PEP 
2, 0, 
0, a, 
—а, 0, 


z— уү— 1. 
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(11°) 


(129 


113°) 


(14°) 


(15°) 


(16) 


(175) 


ROZWINIĘCIE WYZNACZNIKA. — ROZ. I — Š 9. 


(a+b, e, e, 
а? (PEED "a, 
pP, b, (<+ ay. 


— i, 25 zi 
Z; =%8 a 
25 т, — z. 
l, 1, 4, 
a, a, b- °, 
b, e Tq; b 
1, 1, 1, 
X, + To Yı EE ys 7 + э, 
гугу, VIVE) 2125. 
t; b, 1; 
A | + a, 1, 
і. l, 1 -{- (t3. 
1 + а, 4, 1, 
4; 1 -$ аз, % 
1, l, 1 4 аз. 
0, = бу. EA b, 
а, l, cosy, 
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(18°) 
Hh 1 
sina, sing, 
COS a, cos, 
(19) 
1, 2,2 "23, 
E Kt л, 
d. 2291. М 
(20) 
171%, Yis 
1, 2, ys 
d; 25; ys 


ODPOWIEDZI : 


(1) 40. (2) — 45. (3°) y — z. 


5) pytat, (69) 18. 
(8°) 0. (9 2abe, 
(Me) 2abe(a 4-0 4-6). (195) każ. 
(3) (a—6- ola — 020). 


1, 
siny, 
COSy. 


(4) 1. 
(7°) P 415. 


(10°) Qabe. 


(149) (ж, — ya) (ya — 23) (zi —22) + (22 — y) (a — 31) (23 — 11) (0). 
(15°) azas. (169) аџааз(1 -H a, ° +- 037! + 057). 


(!) Jeśli тү, yi, тї, ©, Y2, z2 Są Odległości sześciu punktów prostej 


od pewnego punktu tejże prostej, to, jeśli 
zeru, te sześć punktów są w inwolucyi. 
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(17°) а? + b* — 2abcos, (*). 
189) 4si er l ۴ 1% | 199) 0 
(18°) 4sin 5 (a — p) sin z (a -— у) sinz (5 — у). (19°) 0. 


(209) (aya — coy) E Graya — czy) +- (азу — уз) È). 


$ 10. 
Dla rozwinięcia wyznacznika trzeciego stopnia istnieje nader 
praktyczny sposób, który podał Sarrus (°). 
Gdy dany jest systemat elementów 
0445 01,9, 04,3 
а: д, 02,5, (3,3, 
азд, 03,3 03,35 
lo przystawmy po trzeciej kolumnie pierwszą, a następnie 
druga, oraz poprowadźmy od elementów pierwszego wiersza 
linije proste (przekatne), łączące trzy elementy : 


(1) Jeśli a i b sa długości dwu boków trójkata, nachylonych wzglę- 
dem siebie pod katem 4, to wyrażenie (17°) przedstawia kwadrat dlu- 
gości trzeciego boku tego trójkąta. 

(2) Jestto wyrażenie podwójnego pola trójkąta, którego wierzchołki 
w CanrEsIUS'a prostokatnym układzie współrzędnych sa : ау, Y1; @2, Y2; 
V3, Y3. 

(3) Fink. Eléments d'Algébre, 1846 (2gie wydanie, str. 95). Po- 
równaj : DosTon'a Eléments de la Théorie des Déterminants. ....... 
Paryż, 1877 (str. 08). 
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(można także pod trzecim wierszem danego systemalu podpisać 
jeszcze raz pierwszy, a następnie drugi : 


i podobnież poprowadzić przekatne łączące trzy elementy). 
Utwórzmy następnie iloczyny elementów znajdujących się па 
przekątnych i postawmy znak —- przed iloczynami, odpowiada- 
jacemi przekatnym, idącym w kierunku od lewej ku prawej 
(od góry zaczynając), zaak zaś — napiszmy przed iloczynami, 
odpowiadającemi przekatnym, idącym (od góry wciąż uważając) 
w kierunku ed prawej ku lewej. Będzie więc wyznacznik 


+ £4 sif + 1 aT T3 4 7b 04 524032 


— (14,313,303, 4 — (14,403, 303,3 — 014,313 403,3. 


š 44. 


Jak wypisać mietodycznie wszystkie wyrazy wyznacznika 
n-ego stopnia? 

Wyrazy wyznacznika tworzą się z głównego przez tworzenie 
różnych przemian albo w układzie tylko pierwszych jego 
wskaźników, albo też tylko w układzie drugich jego wskaźni- 


ROZWINIĘCIE WYZNACZNIKA. — ROZ, I — Š 11. 25 
ków ($8). Rzecz się więc sprowadza do metodycznego utwo- 


rzenia z n ilości 
1,2959, -,n—1,8 
wszystkich 
> Ph set ` 

ich przemian, które to przemiany mają być utworzone czy to 
przez pierwsze, czy też przez drugie wskaźniki elementów wy- 
razów wyznacznika. 

Jeśli wystawimy sobie te n ilości jednostajnie rozmieszezo - 
nemi na okręgu koła, które następnie około jego środka bę- 

ор › 

j 2 3 > 900 

dziemy obracać ciągle w jedną stronę, coraz о — , to naprze- 
n 


ciwko pzwnego punktu, będącego zewnątrz koła, coraz inna 


ilość Się znajdzie : 


Gdy następnie zaczniemy wypisywać po sobie ilości, zaczynając 
od ilości, będącej naprzeciwko punktu * (przy czem zawsze 
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w tym samym kierunku postępować będziemy), to otrzymamy 
w ten sposób n następujących przemian 


1,2,3,4,...,n =(, п; 


W każdćj z tych przemian zostawmy jedną, odpowiednio tę 
samą, ilość nieporuszoną, np., w każdej przemianie nieporu- 
szoną niech będzie ilość pierwsza. Rozmieszczając pozostałe 
п — 1 ilości w podobny powyższemu sposób na okręgu koła, 
otrzymamy, podobnie jak poprzednio, n— 1 przemian n — 1 
ilości, które to przemiany dopisując do owego nieporuszonego 
elementu, utworzymy z każdej z powyżej wypisanych n prze- 
mian (1) nowych przemian n—1. Np. z drugiej z przemian (1), 
po pozostawieniu nieporuszenej pierwszej ilości, a przestawieniu 
pozostałych według. powyższego *posobu, otezynaeey m— 1 


przemian : 


9. 34 0 Iam] 
2, 4 ‚п -—1,‚п, 1,3; 


Ponieważ z każdej z n przemian (1) otrzymamy w ten sposób 


ROZWINIĘCIE WYZNACZNIKA. — moz. I — Š М. 2 
przemian »— 1, to ze wszystkich przemian (1) otrzymamy 
przemian 

n(n — 1). 


W każdej znowu z tych przemian, oprócz ilości, poprzednio ze 
swego miejsca nieporuszonej, zostawmy w spokoju jedną jeszcze 
ilość, np. drugą (we wszystkich przemianach). Rozmieszczając 
pozostałe n —2 ilości na okręgu koła, a przestawione dopisując 
obok nieporuszonych dwóch ilości, tym sposobem z każdej 
z піп — 1) przemian utworzymy przemian n — 2; ze wszystkich 
więc n(n — 1) przemian otrzymamy przemian 


n(n - ~ 1)(n —2). 


Postępując w tenże sam sposób dalej, utworzymy metodycznie 
wszystkie 
n(n—1)n—2)...4 32 


przemian naszych n ilości (*). 


Naprzykład, z 4 ilości 
1, 2.3,4 
wszystkie 1.2.3.4=24 przenian możemy według tej metody 
tak utworzyć : 


(') Zasadę lego zręcznego sposobu tworzenia wszystkich przemian 
ilakolwiek ilości, przy pomocy kołowych przestawień, [podał pierwszy 
(Meier) Hinsca w Aufgaben z. d. algebr. Gleichungen. 1809. (l, str.326). 
Porównaj w Jahrbuch ueber die Fortschritte der Mathematik OHRT- 
MANN'a, artykuł SToLz'a p. t. Babczyński. Ueber die Multiplication der 
symmetrischen.... Funetionen. Tom, IV, za 1872 r. (str. 209). 
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Na okręgu kola Na okręgach kól Na okręgach kół Liczba 
4 ilości. po 3 ilości. po 2 ilości. zmian. 
(E 42 kC NE I qd aps e. 
1, 2, 4, 3; 4. 
1579.74, 2i 1; 9, 35 % 9, 
1, д, 9, 4: 1 
1, 4, 2, 3; LL, š, 3, Ñ: 2 
154, 8,633 3 
2,50, 4%, 1; 9,-9, 4, 1; 2,3, 4, f] 3. 
2,3,4,4; 39 
2, 4, 1, 3; 2, 4, 1, 3; 3 
2, 4, 8, 4; L 
2, 1, 3, 4 2, 1, 3, 4; 1 
g; 4. MCH 2, 
"RE OW SW K 9, 4,4, 2; А, 1.2; L 
3; & ЖАҢ 5 
ДЫР, r 9,499; 2 
3, 154,2; “4 
), 9, 4, 1; 3, 2, 4, 1; i 
3,254, 4 3 
bdo» 3) 4,79, 23.9; 4, 1, 2, 3; 3. 
4, 8, 3; í 
98001; 4, % a 5 
626158: L 
. 3, 1, 2; ЖЧ МЫ н vog 
£, 9, 2, 1; Û. 
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$ 42. 


Zastepujae w wyrazie głównym czyto układ pierwszych jego 
wskaźników, czyteż układ drugich jego wskaźników, wszyst- 
kiemi przemianami tych wskaźników, które utworzyć możemy 
według sposobu, w poprzedzającym š wskazanego, a następnie 
poprzedzając iloczyny elementów znakiem -+ lub znakiem —, 
stosownie do tego, czy układ przedstawionych wskaźników 
należy do tej samej klassy, co układ odpowiednich wskaźników 
w wyrazie głównym, czyteż do innej klassy, otrzymamy rozwi- 
nięcie wyznacznika jakiegokolwiek stopnia ('). 


(1) BEzouT, w Recherches sur le degré des équations rósulłantes de 
l'évanouissement des inconnues, et sur les moyens qu'il convient d'em- 
ployer pour trouver ceséquations (Histoire de l'Acad, Roy. des Sciences, 
za rok 1764 str. 292), podaje sposób tworzenia wyrażeń, zwanych dziś 
wyznacznikami, w razie, gdy mamy jeż takie wyrażenie o jedność niż- 
szego stopnia. Sposób ten zale:a się praktycznością i prostotą. Objasnimy 
go na przykładzie. Tak, jeśli mamy wyznacznik drugiego stopnia, utwo- 
rzony przez przestawieine w wyrazie głównym pierwszych wskaźników : 


+ a, 102,2 — 4401, 
lo, odrzuciwszy drugie wskaźniki, mieć będziemy wyrażenie 


- aa) — ац. 
Do każdego z tych dwu wyrazów dopiszemy ilość аз, stawiając ją 
naprzód po ostatnim, później po przedostatnim i t. d. czynniku, nakoniec 
jeszcze przed pierwszym czynnikiem, przy czem, zachowując przy pier- 
wszem przystawieniu ilości аз pierwotny znak wyrazu, dalej już będziemy 
znaki stawiać na przemian, za kazdem помет dopisaniem ilości аз. 
będzie więc 
+ ahaz — аүаза›-- азаа› 


— 030,03 +- a5130, — ааз. 
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Tak np. wyznacznik 4go stopnia systemalu elementów 
03,5 йэ, 91,3, 04,41 
(12,4, 023; 12,3, Q2,4, 
03,45 03,2; @з.з, 03,1; 


Qi 043, 04,3, 04,45; 


Dodając teraz, jako drugie wskaźniki, liczby 1, 2, 8, wciąż w tym samym 
porządku, otrzymamy wyznacznik 


+04 40,303, 3 — азза 3 аз дац за) з 


— G G 04,3 + 04,103,:0,,3 — азала. з 


W. podobny sposób, mając juz wyznacznik trzeciego slopnia, mogli- 
byśmy zeń utworzyć wyznacznik stopnia czwartego, i t. d. 

CAUCHY w Mémoire sur les clefs algébriques (Exercices d'Analyse et 
de Physique Mathćmatique, tom LV. Paryż, 1847) wprowadza (str. 356) 
klucze algebraiczne, t. j. « zmienne które tylko przejściowo zjawiają sie 
» w wyrażeniach, a których iloczyny mają być w tych wyrażeniach osta- 
» tecznie zastąpione przez dowolnie wybrane ilości >. Te zaś klucze w ten 
sposób zastosowywa do rozwinięcia wyznacznika n-ego stopnia systematu 
elementów 


p анд» Янә, +... 


Wprowadźmy n kluczów 


rządku naturalnym Мз... — 451; 8° iloczyn wszystkich kluczów, 
wziętych w pewnym porządku = +1 lub = — 1, stosownie do tego, 
czy liczba przestawień po dwa klucze, jaką w tym ukladzie kluczów trzeba 
wykonać, aby dojść do układu kluczów w porządku naturalnym, jest 
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jest 


+ а 12,203 ,304 4 — A даз заз 404 3 +- @ 402,303 404, 2 — 1,102,315 14,4 
+- ала даз, 204 з — 04 402 403 3044 2 — A 202,303 44 A -H A 202,503 404 A 
— а 202,403,404 3 -H @ 202 403 304,1 — 04 202 403 504 4 -H 04 202,403,404 3 
+ а 303 403 404 2 — @ 302 403.204 д -H 4 302 403 204 — A 502 403 404 2 
+ а 302203 504,1 — 04 302.203 404 4 — @ 402 403,24, 3 ab (4,403,4103,314,3 


— (a 402,23, 54 4 -H 03,402,215, 404,5 — 04,402,313 404, 2-|- (1,112,303 204 4. 


. parzysta lub nieparzysta. Mnożąc wtedy wszystkie elementy pierwszej 
(up.) kolumny przez Aí, drugiej przez Jo, it. d., ostatniej przez ły, 
utworzymy iloczyn wierszy systematu tak pomnożonych elementów, t j, 


Qut, Ha F +: En u) Oaa H 049023 47. - 023). +. (Mau 
+ маны}. v + аһ), 


а rozwijając ten iloczyn, będziemy czynniki oddzielnych wyrazów wypi- 
sywać w takim porządku, w jakim one w tem wyrażeniu iloczynu się 
znajdują, uważając od lewej ku prawej. Zastępując nakoniec iloczyny 
kluczów ilościami 0, 4-1, lub — 1, stosownie do postawionych wyżej 
dla nich warunków, otrzymamy żądane rozwinięcie wyznacznika (str. 374 
i nast.). — Naprzykład, gdy n= 3, to ten iloczyn jest : 
(а, «за за з) аз 137302 rha, 3) 0.13, 1717303, Tsay); 
nie pisząc w jego rozwinięciu wyrazów takich, jak 
Ма, A12, маз; Ма, hida, 3039; Ма qh302 34303 33... 


gdyż stosownie do pierwszego warunku 


МАА == ММА == )a3^g ==... ==0, 
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ZADANIA. — Rozwinąć i obliczyć wyznaczniki następujących 
systematów elementów : 


(1°) 
quU. i 
18,598; BB, 7 
30; 40, 51, 7 48, 
гое 40, M 
(2°) 


5, —10, 11. 6, 


otrzymamy, jako rozwinięcie tego iloczynu, wyrażenie : 
9 aad хаз ghz! iaa ad hat 202,303,1 HAA 1394,20, 
+ zł sd2 id, P Mad, „302503, = 
SPE УЕЛ КМ а (— 10)04,02,403,3 
А 
(9-10) а заз,а:,1(—1) азаа = 
+ а 40,503, 3— 04,102,503, + 1,842,303, — 01,:02,103,3 
+30), 103,2 — 41,349,343,4. 
(Zastosowania kluczów algebraicznych do ujawnienia niektórych własności 


wyznaczników można znaleźć u DrrLAviTIS'a w Sposizione elementare 
della Teorica dei Determinanti ($$ 81-90). 1857 r.) 
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(3) 


(4) 


(5°) 


(6) 


ROZWINIECIE WYZNACZNIKA. — ROZ. 


10, 

4, 
23, 
11, 
11, 


8,4, A 
12, 95, 8, 
6 395 € 
5o 48,94, 


M E 
Or: do 194 
z. dt. "GR 
ke, rud 
rr^ 

ES We M 

"NE кед 
Е МЕРЕ | 
ie d 

W "IE. v 2 
WAKE NUS. d 
MEE NET 


rogi o 90 


(!) Te 25 elementów sa n? —5* liczb całkowitych od 1 do 25, które 
są ustawione tak, ze tworzą « kwadrat magiczny », t. j. summa liczb znaj- 
dujacych się w każdym wierszu, każdej kolumnie i każdej przekątnej 


równa się stale 5 (па) Š (924-4) 65. 
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0, 15 к l, 
1 0, с, b, 
4 (24 0, a, 
1 


> b, a, 


(8°) 
a; В, 7, 8, 
б l, 0, 3 
у, 0, 15 5 
85 1 0; Dr 42 
(9°) 
0, 2, y 2, 
z 0, 2, y 
y; 5, 0, 2, 
2, y; 2; 0 
(10°) 
Bro E JK 5 
= O оте; 
yy 6 0, а, 
—:, —, —а, 0. 
(11°) 
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(127) : 
T, а, b, e, 
—Q, Ly А е, 
—b, —d, Ly h 
m$ ZE» =f; < 
(139 
TREE LEE REO 
«5 É. "E 8, ° 
a”, p, у, 2, £5 
a’, e, у, 8, с, 
a, e, y à*, e. 
(447) 
а\, | , 0, 0, 0, 
4, аә, 1, 0, 0, 
0, —1 , оз, , , 
U, 0, —1, а, 4 
0, 0, о, =, a; 
(15°) e 
і, l, 1 1, 
1; 1, cosa, cosf, 
|, соза, 1, со$у, 
1, соз, cosy, 1. 
(16°) 


Jaki znak, - czy —, ma wyraz wyznacznika 
elementów 
ауду 04,35 + * + sm 


йз, (laa, + + «509,5 


ал, dna; + * ° n,n, 
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utworzony przez elementy niegłównej przekątnej (*), to jest 


Quan 103, n=2* + *Qn—23n—1 n 1? 


OBrowIEbzi : 

(19) — 15, (2908100. — (354680000. (4)—3.  (5)+-16. 

(0) — 16. (79а 6—6) — 4ай. (8°) apg —yy — 2. 

O) (еру -3)(-- y— 3a gy +e Fy +3). 

(10°) (z+ by +c}. yar — by es). 

(99 ае pet tpe fe + (af — edt. 

(13°) (6—0) (6 – y)(«—3)(n—49)(8 —у)@—3)@—‹)(у—8)у—‹,(8—4). 
` (14°) аа›лзаа,-}-аләл;-}-ауаэл,-}-аулүл,-{}-азал-}-ау--аз-}-а,(®). 


É а 
(15°) — 16 іп ә asin? j psin* „у. 


(U) Nazywanej niekiedy « druga przekątną » kwadiata clementów. 
©) =: [n Xa + es i) la Xa+ Ilja 
+- ia xa +4 1) + а} 


jestto więc mianownik siódmego ułamka p z,bl zoneg» (reduktu) takiego 
шатка cięgłego (Zob. § 108, : 
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1 nn) 


(16°) Znak jest przez wyrażenie (—1) * określony (). 


š 43. 

Badanie własności tych wyrażeń szczególnych, które dziś 
wyznacznikami nazywamy, wzięło swój początek przy roztrzą- 
saniu rozwiązań układu równań pierwszego stopnia ($ 17). 
I dla tego dotąd w niektórych podręcznikach pojęcie wyznacz- 
nika n-ego stopnia wprowadzanem bywa przy zadaniu : z n rów- 
nań jednorodnych pierwszego stopnia z п niewiadomemi wyru- 
gować te niewiadome. i 


Tak, jeśli mamy układ dwu takich równań 


( OT, Fay, 2s = 0, 


( оза -cata == 0, 


(które maja mieć miejsce jednocześnie, t. j. pewne wartości 
dla z, i za obu równaniom zadosyć czynią), to, mnożąc pierw- 
sze równanie przez аз э, drugie zaś przez — аз, wskutek 
dodania otrzymamy równość 


Ay 02,2 — 04,202, =0 (9), 


(1) Albowiem przemianie dragich wskaźników itoczynu а; nd n—1-1. 
du—1,54n Odpowiada : n — 1 zmian, zależnych od wskaźnika pierwszego 
elementu, n— 2 zmian, zależnych od wskaźnika drugiego elementu, і t.d., 
nakoniec, jedna zmiana, zależna od wskaźnika przedostatniego ele- 


mentu. Razem zmian 
n'n—1) 


(n— 4) 4- (n - 2) -(n— 3)+...+3+2+1 — —— 


Będzie więc ten iloczyn poprzedzony znakiem + lub znakiem —, sto- 
? nln—1) 


sownie do tego, czy, przy n danem, (—1) * jest jednością dodatną, 
czyleż odjemną (8 6). 
(3) Ta równość jest warunkiem aby dane równania były jednoczesne, 
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której pierwsza strona, t. j. wyrażenie ` 
Q 182,2 — Ay 202 4, 
jest, jak wiemy ($ 9), wyznacznikiem systematu elementów 
аа dy 
Q21 (033. 
Podobnież, gdybyśmy mieli układ trzech równań 
а 121 - li 502- 4,35 = 0, 
аз |- aa аә 03.574 = 0, 
| аза аз этә - 05,525 = 0, 


i pierwsze z nich pomnozyli przez аз заз з — аз заз з, drugie 
przez 43 a4 3 — û, 203,3, A trzecie przez а, заз з — 03,204 3, а NA- 
stępnie tak pomnożone dodali, to otrzymamy równość 


а айз 203,3 — @\ 402303, -H 02 403 204 3 — аз ди 203,5 -H 05 404 202,3 


— 03 402,20, 3 — 0, 


t. j, miały spólne rozwiązanie, gdyż możemy je przedstawić w kształcie 
niejednorodnym 


Jeśli te równania mają spólny pierwiastek, to wyznaczając = z jednego 
2 
z lych równań i podstawiajac tę wartość w drugie, otrzymamy tozsa- 


mościowo a» (— 2) +a, a= 0, czyli а, ,Ga)ə— A, 30), = 0. 
1,1 
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której pierwsza strona jest ($9) wyznacznikiem systematu ele- 
mentów 


0,4, (43, йуз, 
(y s 33, “3,3, 
азд, 03,2, (3,3. 


Biorąc układ podobnych 4 równań z 4 niewigdomemi, 5 ró- 
wnań z 5 niewiadomemi i t. d. dojdziemy do wyrażeń, beda- 
cych wyznacznikami odpowiednio 4go, 5go i wyższych stopni. 
Możemy więc powiedzieć, że mając n równań linijowych jedno- 
rodnych z n niewiadomemi 

ри - + Нана =0, 


a2 £1 4 02,573 -- CEL + Gut, = 0, 


| 4,1214 Qn ota ISO F anna = 0, 


przez wyrugowanie tych niewiadomych dochodzimy do wyra- 
żenia, zawierającego same tylko spółczynniki naszych równań, 
które jest wyznacznikiem n-ego stopnia systematu n? elementów 


01,5, UA, ‘° . . dym 


аза, dag, . + + dam, 


апа, dna + . : Anm 


Powiedzieć więc możemy : 

Jeśli z danych n równań jednorodnych pierwszego stopnia z n 
niewiadomemi wyrugujemy te niewiadome, to otrzymane wyra- 
żenie, złożone z samych tylko spółczynników, jest wyznacznikiem 
systematu n* spółczynników danych równań. 
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š 44. 


Caucnr w Mémoire Sur les Fonctions, qui ne peuvent obtenir 
que deux valeurs égales et de signes contraires par suite de 
transpositions operées entre les variables qu'elles renferment (*), 
w ten sposób wyprowadza pojecie wyznacznika. 


Niechaj będzie n różnych ilości 


а, 05, 03, . . . ns 


(n — 1) 
2 


Utwórzmy 2 róznic każdych dwóch tych ilości, t. j, 


Az — üi, 03— üi.. . < s An — 04, Q. — Oy, 
аз — 09, . e . > An — do, a, — 4, 
Uni — 04-9, Q4 — 03-9, 
G, — 0,4. 
Iloczyn tych różnic jest funkeya znakomienna (fonction alter- 


née), t. j., przy rozmaitém (we wszelki mozliwy sposób) prze- 
stawianiu między sobą ilości 


Qi, -0, 03,..., On, 
iloczyn 
(a4—a,)(a3—4,) . . . (0—0) (а3—аә) . . . (a4—42) . . . (an —a,_4) 


otrzymuje dwie wartości, różniące się tylko znakiem. Że zaś 
iloczyn 
айз... A 


(1) Journal de l'Ecole Polytechnique,Cahier XVII, 1815. 
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jest funkeya symetryczna, to iloczyn 
а(аэл;...а„(аз—а,)(ау—а\)...(а„—а'(а; —02). .. (0123). ..(40—0,—,) 


jest także funkeya znakomienną. < Wystawmy sobie teraz, że 
» rozwinęliśmy ten iloczyn, oraz, że w każdym wyrazie rozwi- 
» nięcia zastępujemy wykładnik każdej głoski przez drugi 
» wskaźnik, równający się wykładnikowi, o który idzie, pisząc 
»np. ars zamiast a*,, zaś asp zamiast a",: otrzymamy w ten 
» sposób nową funkeye znakomienna...(*). Taka jest najogól- 
» niejsza postać funkcyj, które oznaczać nadal będę nazwą de- 
» terminantów » (?). 


Np., niechaj będą trzy ilości 
а, 0a, 03; 
utworzmy znakomienna funkeye 
аазлз(аз — a (a, — а) (43 — аз); 


rozwijając ten iloczyn, a wyraźnie wyp'sujae domyślny wykład- 
nik 1, mamy 


2 2 tn? 
Hataya" 3,03 - pa Pa'z Aa" а-аа! а?у —а? а?а", 


z którego to wyrażenia, stawiając drugie wskaźniki zamiast wy- 
kładników, otrzymujemy wyznacznik 


+ a 142,203,3 — @ 402.503 2 + 01,502,315, — 04 203143,3 + 01,312,403 


— 0 302 at13 4. 


(!) «...nowa funkcye symetryczną znakomienną, która, zamiast być 
» przedstawiana przez 5 (2 аааз... a",), będzie przedstawioną 
» przez SCE 40303 3...ay„), gdzie znak S odnosi się do pierwszych 
» wskaźników każdej głoski. » 

(?) Str. 52. 
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Dotąd wielu autorów (!) utrzymuje ten wywód CAucHY'ego, 
modyfikując go jednak nieco. Mianowicie, mając dane n ilości 
б, dy Qa.. e, Anois 
tworzą iloczyn różnic 
(а, — a9) (02—40)... (a4 4 — 9) (023—414) . . « (ааа). . «(an1 —an—2). 
W wyrazach rozwinięcia tego iloczynu wchodzi właściwie 
tylko n — 1 z pomiędzy n ilości 

(o Qis 03, . . .  duoi3 


dodaja więc, jako czynnik, do każdego wyrazu niewchodzącą 
weń ilość z wykładnikiem zero, a następnie w takiem rozwi- 
nięciu wykładniki zastępują przez drugie wskaźniki, tak, że za- 
miast ak, piszą aix, zamiast ai piszą a;,, zamiast a; piszą аро. 
Otrzymane w ten sposób wyrażenie nazywają wyznacznikiem л? 
elementów : 


“0,0, Q, + + + + y бул, 
(4,03 аа... + > Mn 

: mr tan бу ы S 
An—1,05 dn=12: ° ° > dn=tm-t* 


Np. mając trzy ilości 
dy а, (2 
utworzymy 


(а,—а„)(а„— а„)(а»—а,)==аа%»—а%үа?-|-аа%,-—аул®»-}-а%ул%— ац, 
= وهر هرای‎ aaa و۵11 —,00 ه1‎ 


+“ OE s — а%ул\үа%› ; = 


(1) HESSE, J. A. SERRET, STUDNICKA, it. d. 
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Stawiając nakoniec wykładniki jako drugie wskaźniki, mamy 
wyznacznik 


+ à, oft, 12,2 — o efl эйэ, + A 14 202,5 — 09101,972,2- 009204 уэ, 


— 9,903 102,0: 


Widzimy więc, że o wiele racyonalniejszym jest już pierwotny 
wywód CaucnY ego. 


$ 45. 


Z rozmaitych znakowań wyznacznika, jakie były wprowa- 
dzone i używane przez różnych badaczów ('), najpowszechniej 
dziś używanemi są następujące. 


(*) Charakterystyczną i często w Ladaniach bardzo dogodną jest metoda 
znakowania, której używa SYLVESTER : 
« Moja metoda polega na wyrażeniu ilości w taki sposób za pomoca 
» głosek : 
aa, Aay -s aa, 


49834, A, . . . , Män, 


анау, . RA « Q i y аһа. 


» Każda ilość jest tu przedstawiona dwiema głoskami : same głoski, wzięte 
» oddzielnie, nie за symbolami ani ilości ani działania, lecz tylko cieniami 
» (umbra), albo idealnemi elementami symbolów ilościowych. Mamy teraz 
» sposób przedstawienia powyżej danego determinantu w zwięzłej postaci; 
» w tym celu należy nam tylko napisać jeden szereg cieniów nad drugim, 
» jak następuje : 

аа... «dy 


3,32. . «dj. 


» Jeśli teraz chcemy otrzymać wartość algebraiezna tego determinantu. to 


http://rcin.org.pl 


44 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 


Gdy dany jest systemat n? elementów i chcemy w symbolu 
wskazać wyraźnie wszystkie elementy, to znakujemy wyznacz- 
nik, ujmując ten systemat elementów, odpowiednio ustawio- 
nych, w dwie pionowe kreski. Wyznacznik więc systematu n* 

‘elementów 


Gp Mases > Um 
аза, C33; + + + > dam, 
зы и ЖЫ? > š 


ШҮП аң э, ف‎ «og апт» 
oznaczymy wtedy tak : 
0,4, UA, + + + , yn 


(345, A22 + + + > dan 


On Una, : * + Una 


Jeśli zaś nie jest koniecznem utrzymanie w symbolu wszyst- 
kich elementów, jeśli, zatrzymując niektóre tylko, jesteśmy 
w stanie z zatrzymanych elementów odtworzyć pozostałe ele- 
menty wyznacznika : to wypisujemy w symbolu tylko wyraz 


» należy nam tylko wziąć aj, a;...a, we wszystkich 1.2...n rozmai- 
» tych położeniach i otrzymamy 


I 197350170 d 
a,» а ` | 
| — = Q а а, ... na, ) 


! ааз... аң 


» w kiórem-to wyrażenia 0, Û», . . . , On, przedstawia pewien porzą- 
«dek liczb 1, 2, . . . , n.» (Philosophical Magazin, 1851. Kwiecień. 
On a new Class of Theorems....) 

Znakowanie to SYLVESTER'a nosi nazwę : «umbral notation», znako- 
wanie cieniowe. 
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glówny tego wyznacznika; na oznaczenie zaś, że mamy przezeń 
rozumieć nie jeden tylko wyraz wyznacznika, lecz cały wyznacz- 
nik, używamy symbolu : 


= 
^3 + ау 402,2.-.0n n. 


lub tez symbolu 
(Ay аа» э>>.@в,п). R 


š 46. 


Gdy mamy systemat mn elementów (Š 4) przy m nie rów- 
nem z, t. j. gdy liczba kolumn jest różną od liczby wierszy, to 
używany bywa symbol 


|! йа, Gia : +: + 0 m || 


2 


азл, daa. + 5, + Azm 


| “па, Яп, + + s » Unum || 


Zwykle przez taki symbol, gdy m > », t. j. gdy liczba ko- 
lumn jest większą od liczby wierszy, rozumiemy summe wszysl- 
kich możliwych wyznaczników, otrzymywanych przez kombi- 
nowanie ze sobą n kolumn. 

Tak np. symbol 
Gus 013; 043 


Газа, Ga» 425 


używany bywa na oznaczenie summy wyznaczników 


1 
ауд. бүз (13, 05 | ба, 013 
, 
G: (ya (azas 023| [04 023 
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lak ze możemy pisać 


00,5, 0,2 0453 lias 04, 


=> 


m 


ЕД 


024, (033, (23 02,4, 023 

: 2 à 3 3! š 
gdzie znak X odnosi się do wszystkich 2) —318—3) = 3 
kombinacyj z З ilości : 1, 2, 3, po 2, które kolejno, zamiast а 
i B, stawić nalezy po prawej stronie, jako drugie wskaźniki ele- 
mentów wyznacznika. 


Podobnież rozumieć będziemy, że 
йа, 0,2, Giss Osas 045 


-=X 


m 


054, U22 (C33, day, 02,5 Qa, йүз 


(5 ! 
gdzie znak X odnosi sie do wszyslkich (5 (= зу = 20 
kombinacyj, jakie z 5 ilości 1, 2, 3, 4, 5 po 2 utworzyć można 
i które kolejno zamiast z i B, jako drugie WK! elementów 
wyznicznika, podstawić należy. 


Również 

аа, (ja Сз, Ass Q5 Q4, Gi Ay 

аза, Cas Oas ,اد“‎ ә || == x 034, бәз, Q); |, 
"b 

“3,1 (a 03. "34 03,5 d3, (30; Gs, 


5! 


gdzie znów znak x odnosi sie do wszsytkich la)": TOT =40 


kombinacyj, jakie z 5 ilości 1, 2, 3, 4, 5, ро З utworzyć można 
i które to kombinacye należy wszystkie, jako drugie wskaźniki 
elementów wyznacznika, stawić kolejno zamiast a, 0, у. 
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W ogóle, przy m > n, 


& 
Grm. 013; . x05 (| Qe (045; + 
| 


0341, dag + + + s dam || Uzas (s + + + ; Qa, 


| Чапа, Ana; « + + 5 Anm || апа, uy + + + 3 Un» 


gdzie znak £ rozciąga się na wszystkie kombinacye m ilości 
1..5 Мн 


* po n, których, jak wiemy, jest 
/ 


MEI 


tak, że każdą z tych kombinacyj należy kolejno stawiać zamiast 


s E 


jako drugie wskaźniki elementów wyznacznika (!). 
Zobaczymy dalej ($ 44), że, jeżeli w tylko co wypowiedziany 
sposób pojmujemy symbol 
Пад» Q5 + + + ó ym 


034, 042 + + + > Om 


|| ла, dna + : + кы 


w przypadku, gdy m > n, to zatem idzie koniecznie, że syn:- 


(') Symbole podobne, w przypadku m = n, przedstawiają zwykly wy- 
znacznik. Badanie własności tych symbolów obejmowałoby więc w sobie 
i badanie własności wyznaczników. Podobne badania spotkać częściowo 
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bol podobny, w razie, gdy m < п, t.j., gdy liczba kolumn jest 
mniejszą od liczby wierszy, np. 


аа, Ma 
12,1, 22|| 
|| 
| 73,45 asal! 


ma zawsze wartość zera (!). 


š 17. 

Początek rozwoju teoryi wyznaczników należy upalrywać 
w następującym ustępie listu LerBNirea do 1HosPITALA, , 
z dnia 28 kwietnia 1693 roku (2) : 

« Czyż nie jest prawdą, że, kiedy potrzeba wielu głosek, te 
» głoski nie przedstawiają całkiem związków, jakie istnieją po- 
» między wielkościami, przez nie oznaczonemi, natomiast, 
> przy posiłkowaniu się liczbami, mogą ten związek wyrazić? 
» Naprzyklad, niechaj będą przedłożone trzy proste (?) równania 
» z dwiema niewiadomemi, w celu wyrugowania tych dwu 
» niewiadomych, a to za pomocą prawa ogólnego. Przyjmując 


104-124 12у — 0 (1) 
» i 20+ 21y + 22у = 0 CN 
» i 5304-3124 32у — 0, (3) 


» gdzie pozorna (ułudna) liczba ша dwie cyfry, pierwsza mi 


można w dziele Teoria de Drt*rminanti e loro applicazioni di Nicola 
Unupi Neapol. 1862. 

(!) Sysiemat mn elementów BaLrzen nazywa «defecliv », w razie 
m > n, zaś «excessivo, w razie m < n. (Th. u Anw. d. Det., czwarte 
wydanie, str. 5.). 

(3) Leibniz-ns gesammelle Werke... herausgegcben von Pertz. 
Dritte Folge, zweiter Band, Leibnizens mathematische Schrifften heraus- 
gegeben von GenHanr. Erste Abtheilung, Band I1. Berlin, 1850, str. 239. 

(3) To jest liniowe (:topnia pierwszego względem niewiadomych). 
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wskazuje z którego jest równania, zaś druga mi wskazuje do 
której należy głoski. Tak rachując, znajdujemy wszędzie 
harmonię, która nietylko, że służy nam za rękojmię, lecz 
nadto dozwala nam odrazu dostrzedz prawidła lub twier- 
dzenia. Naprzykład, rugując naprzód y za pomocą pierwszego 
i drugiego równania, mieć będziemy : 


10.22 -- 11.227 
=0 


= 4) 
— 12.20 — 12.21.. 
a z pierwszego i trzeciego mieć będziemy : 
+10. 32-+ 11.320 
A |, (5) 


—12.30—-12.31.. 


gdzie należy zauważyć, że te dwa równania różnią sie tem 
tylko, że pierwsza cyfra 2 zostala zamienioną na pierwszą 
cyfrę 3. Zresztą, w wyrazach podobnych jednego równania (1) 
cyfry pierwsze są te same, a cyfry drugie tworzą tęż samą 
summę. Należy teraz wyrugować głoskę z z czwartego i pią- 
tego równania, a jako wypadek mieć będziemy (2). 


t Sid) 1.523.791 
l, . 2 . % = f, . A . 3, 
ho 18 ipod A 


(^) Takie tylko można tu zaaczenie dać nieścisłemu wyrażeniu : « dans 


un méme terme d'une méme équation. » 


(3) Gdyby LEIBNITZ to równanie pisał w ten sam sposób w jaki pisze 


równania (4) i (5), to byłoby (3 13) : 


-+ 10.21.32 + 11.22.30 + 12.20.81 
== ПЕ 
— 10.22.31 — 11.20.52 — 12.21.30 
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» które jest ostatecznem równaniem, oswobodzonem od obu 
» niewiadomych, któreśmy chcieli wyrugować, a które samo 
» przez się przedstawia się dowiedzionem (!), wskutek har- 
» monii dającej się wszędzie zauważyć, a jaką trudno byłoby 
» odkryć, używając głosek a, b, c, osobliwie gdyby liczba 
„ głosek i równań były wielkie. W części tajnie analizy polegają 
» naznakowaniu, to jest na kunszcie dobrego używania znaków, 
» któremi się posługujemy, i pan widzisz, z téj małćj próbki, 
» że Viete i Descartes jeszcze nie znali wszyskich tych tajemnic. 
» Prowadząc nieco dalej ten rachunek dojdzie się do pewnego 
» twierdzenia ogólnego dla jakiejkolwiek liczby mogących być 
» wziętemi głosek i równań prostych. Oto ono, jak ja je kiedyś 
» znalazłem. Gdy danych jest tlekolwiek równań, dostatecznych 
» dla wyrugowania ilości, które prostego (pierwszego) stopnia 
» nie przewyższają, to, według poprzedzającego równania, na- 
» przód, należy wziąć wszystkie kombinacye możliwe, w które 
» wchodzi jeden tylko spółczynnik każdego równania ; powtóre te 
» kombinacye, w razie postawienia ich po tej samej stronie 
» poprzedzającego równania, mają przeciwne znaki, jeśli mają 
» o jedność mniej spólnych spółczynników niż liczba rugowanych 
» tości ; pozostałe mają też same znaki (2) ». 


lewa strona lego równania przedstawia rzeczywiście wyznacznik syste- 
matu elernentów 
40, 11, 49, 
20, 21, 22, 
30, ^34. :32; 


(1) «et qui porte sa preuve avec soy. » 

(2) W pierwszej części tego twierdzenia : summende sunt omnes com- 
« binationes possibiles, quas ingreditur una tantum coefficiens unius- 
» cujusque equationis» można upatrywać pierwsze postawienie ogólnego 
określenia wyznacznika. Zawarte zaś w drugiej części prawidło na znaki 
wyrazów widocznie jest zbyt pośpiesznym wnioskiem ze szczególnego 
przypadku : trzech równań z dwiema niewiadomemi. 
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Chociaż LErBsirz w innym liście do І'НоѕрітАІ/а (*) wyraża 
sie o tym swoim «sposobie liczenia za pomocą liczb zamiast 
g łosek », że jest on jego «jednem z najważniejszych odkryć 
w analizie», to jednak dalszego rozwinięcia tego «sposobu > 
nie spotykamy w jego pismach. 


Po nim, CRAMER, w Introduction à l'analyse des lignes courbes 
algébriques (?), tworzy systemat równań pierwszego stopnia, 
w których spółczynniki oznacza przez z*, z?,. . . , oblicza roz- 
wiązanie trzech równań z trzema niewiadomemi, zkąd przez 
indukcyę dochodzi do takiej teoryi rozwiązania równań pierw- 
szego stopnia. Wspólny mianownik wszystkich n niewiadomych 
ж, у, 2,. . . , ma tyle wyrazów, ile jest przemian z n ilości. 
Aby utworzyć oddzielne wyrazy, trzeba obok siebie wypisać 
wszystkie niewiadome, zawsze w tym samym porządku, któ- 
rym, jako wykładniki (pełniące tu rolę wskaźników), damy n 
pierwszych liczb, wziętych we wszelkim możliwym porządku. 
Połowa tych wyrazów ma mieć znak 4, połowa zaś znak —, 
stosownie do tego, czy liczba zmian (dérangements) jest pa» 
rzystą,czy też nieparzystą. Tak wyrazy z'y?z?, z3j'z?, jako ma- 
jące zmian : pierwszy 0, drugi 2, otrzymują znak +-. (Licznik 
zaś wyrażenia dla niewiadomćj utworzy się z mianownika, 


w skutek zastąpienia spółczynników tej niewiadomej przez ilo- 
ści wiadome danych równań.) 


To dokładne i zręczne wyznaczenie znaków oddzielonych 
wyrazów wyrażeń wyznacznikowych jest ważną zasługą CRA- 
MER'a. Traktował on jednak te wyrażenia mimochodem, jako 
szezegół rachunkowy przy rozwiązywaniu systematu równań. 


(!) List bez daty. W cytowanym wyżej tomie zbioru prac LEIBNITZ'a 
strona 245. 


(2) Genewa. 1750, str. 658. 
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Dopiero VANDERMONDE, w Mémoire sur l Elimination ('), 
pierwszy stawia niezależnie pojęcie wyrażeń wyznacznikowych, 
zajmuje się roztrząsaniem takowych, wyprowadzeniem niektó- 
rych ich własności, oraz wykrywa zależności istniejące między 
takiemi wyrażeniami. Nadto pierwszy on używał w tej pracy 
symbolu na oznaczenie wyznacznika. Mianowicie, elementy 
oznacza dwiema głoskami, postawionemi jedna nad drugą : 


= B 
du E 
« 8 
b, b, 


wyznacznik zaś sam oznacza symbolem (°) 


ке | BAD ss E A 

"S ETZ Et 
tak, ze np. 

E P. — hat. 


Ta więc pracą VANDERMOND'a rozpoczynają się właściwe ba 
dania własności wyznaczników, które odtąd są już wciąż przez 


(1) Hisloire de l'Académie Royale des Sciences (za rok 1772, chociaż 
ta praca była przedstawiona Akademii jeszcze 12 Stycznia 1771r.), Paryż, 
1776. Część M, str. 516 — 526. W tymże tomie (Część II, str, 294 i na- 
stępne) jest ogłoszona z 1772 r. praca LaPLACE'a Recherches sur le calcul 
intégral et sur le système du monde, w której traktowane sa wiasności 
wyznacznika (résultante) mniej ściśle (i później), niż przez VANDERMON- 
DE'a. Często jednak tę pracę cytuja. 


МЮ | 


(3) « Le symbole — БЕ —— sert ici de caractéristique > (str. 517). 
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różnych badaczów dalej prowadzone (!) i utworzyły (2) «alge- 
» bre ponad algebra, rachunek prowadzący do łączenia i prze- 
» powiadania wypadków działań algebraicznych, w sposób po- 
» dobny do tego, w jaki algebra uwalnia nas od uskuteczniania 
» szczegółowych działań arytmetycznych. » 


(1) Historyczne wskazówki nader starannie i wyczerpująco opracowane 
były naprzód przez BALTzER’a w Th. u. Anw. d. Det. (pierwsze wydanie 
1857, czwarte 1875r.), gdzie są podane w odsyłaczach, chociaż pierwsze 
w tym kierunku usiłowania robił SPOTTISWOODE w 1851 r. w Elemen- 
tary Theorems ralating to Determinants (rzecz przedrukowana także 
w CRELLE'a Journal [йт die r, u. an. Mathematik, tom LI, 1856 r.). 
Systematycznie i źródłowo traktuje GoENTHER historyę wyznaczników 
w pierwszym rozdziale swego Lehrbuch der Determ.-Theorie (pierwsze 
wydanie 1875 r., drugie 1877r.). Niektóre kwestye, odnoszące się do his- 
toryi rozwoju teoryi wyznaczników są rozbierane w pracy TERQUEM'a : 
Origine premier des Déterménants (Nouvelles annales de Mathéma- 
tiques, t. XIX, str. 27 i nast. Bull. de bibl.), w pracach STUDNICKA : а) 
Ueber die Entwickelung des Determinantenbegriffs. Praga 1876. b) 
Augustin Cauchy als formaler Begruender der Determinantentheorie, 
Praga. 1876. 

(*) SYLVESTER |. c. Jestto taż sama myśl, którą, w przytoczonym 
na początku tego $ liście, LEIBN!TZ wypowiedział mówiąc o dostrzezonej 
przezeń harmonii : «On voit aussi par là... que la perfection de l'Al- 
» gebre depend de l'art des Combinaisons qui est proprement la Spécieuse 
» Générale,» (str.241). 
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PRZESTAWIANIE W SYSTEMACIE ELEMENTÓW 
WYZNACZNIKA RZĘDÓW RÓWNOLEGŁYCH. 


$ 18. 


Dane n* elementów ustawmy dwoma sposobami tak, aby 
wiersze w jednem ustawieniu były kolumnami w drugiem 
(i wzajemnie) : 


аа, 01,2, > йз 04,45 02,45 s Gn, 
аза, (2,3, + + + > dam, Q,,2, (3,35 . + + , sln, 
OUR. E Б ¿ y i dr te tw D 
апа, Оп, s апт; Aims аз ту ‚ Anm 


Wtedy, tak tworząc wyrazy wyznaczników tych systematów 
elementów, ażeby w odpowiednie ich wyrazy weszły elementy 
zajmujące też same miejsca, spostrzeżemy, że tak wyrazy jednego 
wyznacznika, jak i wyrazy drugiego wyznacznika, dadzą się wy- 
prowadzić z tegoż wyrazu głównego 


04,402 203,3... In ne 
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z tą wszakże różnicą, że kiedy jedne powstają zeń przez przesta- 
wianie pierwszych wskaźników, to drugie powstają przez po- 
dobne przestawianie drugich wskaźników. (Np., gdy dane dwa 
takie ustawienia 3* elementów : 


Чаў) Gia (4,3, (a Яза, 03,45, 
qay 2,8, @зз, (4,2; Goo аз, 
аза, @зз, 03,3; Q3, @зз, Qa,3; 


to wyznaczniki 


04,402,203,3. = Q4 403303,2 + а, „заз заза — (l4 зз 43,3 


-H 04302 103,3 — (4 30 203,1, 


ал03 22,3 — дз эз з -H аз лаз, заз — 02,304 з@з,з 


F 03,104 209,3 -— 03,103,301, 


mają wyrazy odpowiednie utworzone przez elementy też same 
miejsca zajmujące w danych ustawieniach ; wyrazy jednego wy- 
rażenia powstają z wyrazu а; 105203,3 przez przestawianie dru- 
gich wskaźników, gdy wyrazy drugiego wyrażenia powstają 
także z аааззазз przez podobne przestawianie pierwszych 


wskaźników. ) 


Ponieważ zaś dowiedliśmy (S17), że otrzymamy toż samo 
wyrażenie, czy będziemy przestawiać pierwsze wskaźniki ele- 
mentów wyrazu 


(4 402,35 + + Опт» 
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czyteż drugie wskaźniki, więc otrzymane rozwinięcia przedsta- 
wiają tenże sam wyznacznik ($ 15) 


= 
рУ E а, 1822... An, ny 


tcjest 
йа, Qiy + » + > Unm йн, Q245 + + + 3 dna 
аза, 02,2; ss * › Oam (4,3, 02,9, + » + > dna 
= | 
LI . . LI ` LI . . 67079 . . .. v» LI . . . LWA Ld 1 
апа, Rn, 2 + + + > dan Aims dan; + + + у Anm 


Możemy tę własność tak wypowiedzieć :: 


Wyznacznik nie zmieni się, jeśli wszystkie wiersze systematu 
jego elementów postawimy jako odpowiednie kolumny, i odwrotnie. 


Na mocy tego, jeśli nadal mówić będziemy cokolwiek o 
wierszach systematu elementów, to toż samo odnosić się będzie 
samo przez się do kolumn, i wzajemnie, a ponowne wypowia- 
danie byłoby zbytecznem. 


5 19. 


Gdy w systemacie elementów wyznacznika 


Qi, Qi, k—is Uk, Oy kędy: 3 A,m Oy ly Cibi, A,n 


азд...) @з,к—1› 02 ку Uk +1 ses 0214, daj, Q2, 4, «ә бәл 


ө и S IS 3 0 Иа” o) GA р. 6 V р TIL S VP UE I SUN IE sd TET | 


адуу Чп,к—1, Чп,ку Qn,kża:* + dnl—1 Gn, Gne tss Ann 
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przestawiwszy /-а i k-a kolumny, to otrzymamy nowy wyznacz- 
nik 

[4,555 Oy kt Gi O1,k sss Ai dts Oy ky Gil, ss бүл 
Язд. , dak Ay Gal, аз, cde, 021—4) Q2,ky @з,[+1,..-, Qon 


On ases, On k eds Чп д, Gn, k—is**5 An, 1-45 An,ks An, + does, Ann 


Jeśli wypiszemy rozwinięcie wyzaacznika D, to, żeby z niego 
otrzymać rozwinięcie wyznacznika D,, potrzeba będzie tylko 
we wszystkich wyraząch rozwinięcia wyznacznika D drugie 
wskaźniki / i k wzajemnie między sobą przestawić (!). Skut- 
kiem tego przestawienia drugich wskaźników iloczyny jedne 
przejdą w drugie (*), lecz wszystkie zostaną też same : zmieni się 
tylko porządek ich następstwa po sobie w rozwinięciu. Idzie 
tylko о to, czy te iloczyny mieć będa znaki jednakowe, czyteż 
przeciwne. 


Jakikolwiek z tych iloczynów wyznacznika D miał pierwot- 
nie, jako drugie wyznaczniki, liczby 


EAC ED JESC TUS 


(') Oba te wskaźniki będa w każdym wyrazie i porazu tylko, gdyż 
w każdym wyrazie jest jeden element kolumny /-ej i jeden element ko- 
lumny k-ej ($ 8). 

(2) Wyrazy bowiem wyznacznika D 


Gas. (le Qa kler Ag, Ah Gi... Un,» 


Gas 4 Ud ед. Th A a «Cri os 


(a każde dwa takie wyrazy się znajdą, $ 8), po przestawieniu drugich 
wskaźników k i l, przejdą wzajemnie jeden w drugi. 
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w takim np. parzadku : 


NF SO буга КУ WW ASP CEDE ONE (1) 


po wzajemnem przestawieniu wskaźników / i /, drugie wskaź- 
niki tego iloczynu będą następowały w takim porządku : 


9703 2 VR Uis EN RES FA ES. nares ne. 2 98 (2) 


Jeśli te układy (1) i (2) należą do tej samej klassy ($ 2), to ilo- 
czyny beda poprzedzone jednakowemi znakami; jeśli zaś na- 
leżą do różnych klass, to iloczyny mają znaki przeciwne. 


Porównywując układy (2) i (1) ze soba, widzimy, że na- 
leży tylko zbadać, o ile liczba zmian w układzie 


АЕ КҮЛ. (3) 
rózni sie od liczby zmian w ukladzie 
k, LUE» О /. (4) 


Przyjmijmy, że liczba / jest większą niż liczba k, i niechaj 
liczb 
s. +. 5 Y (5) 


będzie m, z których m, jest wyższych od A, zaś т» wyższych 
od /; nadto niechaj w układzie (5) będzie zmian p. W ukła- 
dzie (3), prócz p zmian części tworzącej układ (5), mamy takie 
zmiany : jedną /k; następnie m, elementów wyższych od k 
tworzy względem k zmian mi; nakoniec, ponieważ element 4 
jest wyższy od m — m, po nim w układzie (3) następujących 
elementów układu (5), to ztad zachodzi jeszcze zmian m — ma. 
Wszystkich więc zmian w układzie (3) jest 


p +1 m + (m— m). 


W układzie zaś (4) mamy zmiany : p zmian układu (5); na- 
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stępnie, z powodu, że m — m, elementów jego części, odpo- 
wiadającej układowi (5), jest niższych od k, mamy m— m 
zmian; nadto ж» elementów układu (5) wyższych od / poprze- 
dza / w układzie (4), co daje ms zmian. Wszystkich więc 
zmian w układzie (4) jest 


p+ (m — т) + тз. 


Liczba zatem zmian układu (3) różni się od liczby zmian 
ukłądu (4) o 


1 -+p-Em--m—m.— (p 4- m — m, 4- ms) = 1 4-2 (m, — ms), 


t. j. o liczbę nieparzystą. O tyleż różnią sie liczby zmian ukła- 
dów (2) i (1). Do takiegoz wypadku dojdziemy, przyjmując, 
że k>ł. 


Możemy więc naprzód powiedzieć : 


Jeśli w układzie przestawimy wzajemnie dwa elementy, za- 
trzymujac pozostałe na zajmowanych przez nie miejscach, to 
liczba zmian, odpowiadajacych temu układowi, zmieni się o 
liczbę nieparzystą (*) (2). 


Skutkiem tego, układy (1) i (2) należą do różnych klass, 
a tem samem iloczyny, których drugie wskaźniki elementów 
tworzą układy (1) i (2), mają znaki przeciwne. Że zaś układ (1) 


(1) Tę własność spostrzegł Cramer (porówn. $ 17). Pierwszy jej dowód 
podał LAPLACE |. c. str. 294. Zasadę przeprowadzonego tu dowodu przed- 
stawił MOLLWEIDE, Demonstratio eliminationis Crameriane (Lipsk. 
1811 r., $ 9). 

(2) Np. w układzie 2, 3, 1, 5, 4, 0, 7, 6, mającym zmian 9, przestawia- 
jac wzajemnie ilości 5 i 0, otrzymamy układ 2, 3, 1, 0, Д, 5, 7, 6, któ- 
remu odpowiada' 6 zmian. 
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przedstawiał układ drugich wskaźników elementów którego- 
kolwiek wyrazu wyznacznika D, to, po przestawieniu wzajem- 
nem drugich wskaźników k i / we wszystkich wyrazach wy- 
znacznika D, wypadnie przed wszystkiemi wyrazami zmienić 
znaki na przeciwne, tak, że wyznacznik D, składa się z tych 
samych iloczynów, co wyznacznik D, tylko poprzedzonych 
znakami przeciwnemi. Gdyż, jeżeli w wyznaczniku D jest 
wyraz ($ 8) 


+ 44,4... 04, 05,14, tO jest і Wyraz — a2... Q4, Qu ke e An,» 


(znak — na zasadzie dowiedzionego tu twierdzenia). Przesta- 
wiając,,dla utworzenia wyznacznika D,, drugie wskaźniki ki / 
między sobą, otrzymamy z tych wyrazów w rozwinięciu wy- 
znacznika D, odpowiednio 


ЕЕ а... Ah, k An,» i — (lz... a hee Ah, An,» 
I tak z każdą para wyrazów. Będzie więc 


D = — M. 
` to jest 


[4 ase Rey ба ees un | | 04,4 5 1e Tk nun | 
! 


| 


& OS Дауа y Ya ЖОГ, dro, Û 


Up ay ety Tues sU nul s nun |n Assn ss Unus y nun | 
czyli 
s Qi qe Ok—i k—4 Ok k Ok e A kr te: ра l1 CL 1 QL + 1+ 1 Опт 


= — E E Qi д... Uk aka kl Ok e a ke 125» Орада UL, KOL + a ede nn 


Jeśli w systemacie elementów wyznacznika przestawemy wza- 
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jemnie dwa wiersze lub dwie kolumny, to wyznacznik, zachowu- 
тас wartość bezwzględna, zmienia znak (*). 


Np. ($9, 7°) 


| 9, —1, —1 NO 4 03) S 
—3,—2, 2 — — 15, zaś —3.,—2, |= + 15. 
| 2, 0, 1 2,—1,—1 

$ 20. 


W przypadku, gdyby dwa rzędy równoległe (to jest dwa 
wiersze lub dwie kolumny) systematu elementów danego wy- 
znacznika D były utworzone przez elementy odpowiednio sobie 
równe, np. 


Qik = 011; Qa — 0245 . * у On, k — nl, 


to, przestawiając te dwa rzędy wzajemnie, powinnibysmy otrzy- 
mać nowy wyznacznik D,, na zasadzie poprzedzającego twier- 
dzenia związany z wyznacznikiem D zależnością 


D, —— D. 


Lecz, z drugiej strony, z powodu, że wzajemnie przestawione 
elementa są sobie równe, całkiem się nie zmieni wartość wy- 
znacznika skutkiem takowego przestawienia, a tem samem 


D, = D. 


(1) VANDERMONDE, l. €., str. 518. 
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Ostatnia i poprzedzająca równości mają mieć miejsce jednocze- 
śnie. To być może tylko wtedy, kiedy 


B= 
Zatem : 


Jeśli w systemacie elementów danego wyznacznika, dwie ko- 
lumny lub dwa wiersze maja odpowiednie elementy równe sobie, 
to wyznacznik równa się zeru (Ó). 


Np 
Hob X A. 0-9 
3 £ 
P = d. 2, — а 


1, —b, 0, — ó 
— 0, —i, Зеу} 


Ta własność wyznacznika służyć może niekiedy dla oblicza- 
nia jego wartości. Np. jeśli mamy wyznacznik ($ 12, 130) 


to wyrażenie przezeń przedstawione, równałoby się zeru, gdyby 
b=a, gdyż dwie kolumny byłyby jednakowe : jest więc to 
wyrażenie podzielne przez 4 — a. Równaloby się zeru, gdyby 


(1) VANDERMONDE, |. c., str. 522. 
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c=a: jest więc także podzielne przez с — a. Dla tejże samej 
przyczyny jest podzielne przez d —a, przez c — b, przez d — b, 
oraz przez d — c. Może więc ten wyznacznik tylko jakimś czyn- 
nikiem różnić się od iloczynu 


` (b—a)(c — a)(d = a)(c—b)(d — б)(а— с). 


Zważywszy jednak, że wyznacznik ma jeden wyraz ¬4 be43 
(wyraz główny), i że w rozwinięciu wypisanego iloczynu róż- 
nic znajdzie się także wyraz bcd’, widzimy, że takowy czynnik 
redukuje się do -- 1. Jest więc 

t. 74; l, 1 |=(b—a)(c—a)(d— a) 

a “фу ZG" Rd (c — b)(d — b) 

M umi (d — с) 


8, 44 OG, d 


Podobnież wyznacznik ($ 10, 15°) 


1. i 1 | 
1, Ay 4 
t; 1, 4—+:| 


staje się zerem, gdy y = 0, oraz gdy z = 0 : jest więc po- 
dzielny przez yz, A że w rozwinięciu wyznacznika znajduje się 
wyraz 1.у.2, więc 
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$ 24. 
Gdybyśmy w systemacie elementów wyznacznika 


04,1 аз, + ТЕТ 1 
dil, 044,2)... у ica 

DZE zd, 402,3 ‘soe ly — |Gii> Gia, + + + 5 Qin 

Oi «4,1 OGictq.25 + + « ;dięi m 


апа, Әп, 555 + Onm 


wiersz i-y od góry dotąd wciąż przesuwali z każdym wierszem 
nad nim stojącym, dopóki ten 2-у wiersz nie stanie się pierw- 
szym, to otrzymalibyśmy wyznacznik 

fia, аі, + + + siu 

йа, 81,2) • ++ „(li a 
D=|Gi-1,1)0i-4,25:1.06—4 n — X -6j 101,202 3. - Gi. 450 1, e ne 


Qi «as. Cie aus, Ti 44 m 


[än is Gn, ۰۰۰ Sn 
Aby to osiągnąć, uskuteczniliśmy tyle przestawień po dwa 


wiersze, ile jest wierszy w wyznaczniku D nad tym początkowo 
i-ym wierszem, t.j. ¿— 1 przestawień, Przy kazdem przesta- 
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wieniu wzajemnem dwóch wierszy, wartość bezwzględna wy- 
znacznika nie zmienia się : zmienia się tylko znak jego ($ 19). 
Zmienia się więc znak ¿— 1 razy, tak, że ostatecznie wyzna- 
cznik D, jest równy 4 lub —D, stosownie do tego, czy 2—1 
jest liczbą parzystą czy nieparzystą, czyli, stosownie do 
tego, czy (— H! przedstawia -H1 lub — 1. Jest zatem 
D, — (— 1):7!D, czyli : 

D-(—1y^'D,; 
ZEG telini itli, CG et ete uu 


i—1 
=(— 1): ZEG 40i,a. 0j _ 1,601 44,14 ie Gan. 


Jeśli w systemacie elementów danego wyznacznika pewien wiersz 
lub pewną kolumnę postawimy na pierwszem miejscu, przesuwając 
jednocześnie o jedno miejsce dalej poprzedzające wiersze lub Кое 
lumny, to wartość bezwględna wyznacznika pozostaje niezmie- 
nioną, znak zaś pozostaje lub zmienia się, stosownie do tego, czy 
liczba poprzedzających rzędów jest parzystą, czy nieparzystą. 


$ 22. 
Jeśli, mając wyznacznik 


аа, 5 Hik y ° © n у Qin 
D=ŁEG .. o. (nn = Gia v 37.155 dik 2) AUG Gin , 


Ani › + + © p nks » © + 5 Anm 


chcemy w wypisanym systemacie jego elementów tak poprze- 
5 
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stawiać rzędy równoległe, aby pewien element, np. а, stał 
się pierwszym elementem głównej przekątnej, to możemy to 
osiągnąć w sposób następujący. Zróbmy k-a kolumnę pier- 
wszą, wtedy ($ 21) 


Qiks Qa aye Ha kay 4, kę dye oan 


5—1 
j) =a 
D'= | ai, (jas si kids Оі казуу =(— 1) D. 
Up ks Cn asecssUÜn,k—is n,k «155 n,n 


Element aix jest już w i-ym wierszu pierwszym elementem. 
Stawiając w wyznaczniku D' wiersz i-y jako pierwszy, otrzy- 
mamy podobnież 


di,k» аід... likis Üi ks „ө Min 


аак, (ду. Qi, k—is U kr1 y, Чп 


D,— | 1,8 Gi—4 5 sli, k1) Ci a eas yin = 
1 U 
=(—1) D, 


а,ә dit ty nni a kms Cie auk dyes aun 


Qn,ks dna ss » бп,к—,›  @п,к+ї s nn 


gdzie już element a; k jest pierwszym elementem głównej prze- 
katnej, jak tego pragnęliśmy. Z dwóch równości 


D, =(- 1)^'p,, 


D'— (—4)* 4D 
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wypada 


. D, — (—14y* k—3p, 
Gdy jednak 


= Ly* = = 4) К, 
to 


D,—(—1)*'D, czyli  D-(—1)**p,. 
Ten ostatni związek, w razie i< k, możemy tak przedstawić : 


ЖЕЕ l 1.i 4...@к керд 


ік, 
(LE Ea ka ud Li uma Lise "Ch Kk — Ak + 1k + 1. nun 
w razie zaś z > k, 


У + а, л...ак,к..-044..-0д n 


2 1 
= (—1)* ZE GK 1:1 акала, къа. 04—404 адд т; 


nakoniec, w przypadku ¿ =k, mamy 


(0) = +1, 


a więc 
E E ад... ОУ Qi 04 441 i La jai ia ae nune 


Jeśli w systemacie elementów danego wyznacznika tak przesta- 
wimy rzędy równoległe, aby pewien element stał się pierwszym 
elementem głównej przekątnej, poprzedzające zaś ten element 
wiersze i kolumny zostały wszystkie przesunięte dalej o jedno 
miejsce, to wartość bezwzględna wyznacznika nie ulega zmianie, 
znak zaś pozostaje lub zmienia się, stosownie do tego, czy summa 
obu wskaźników owego elementu jest liczba parzysta, czy też 
nieparzysta. 
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Naprzykład 


ацл» 01,2, Qi 


02,4, 02,2, (2,3, (la 


| 
| 
| 
(4,1, 04,25 буз, 04,4 | 


йа, 04,2, dı, 035, 054, ( 
аз, 02.3, а = |G( s, (11, а, . 
(54, 05,23, а (13.5, 02,4, د“‎ 
$ 23. 
W wyznaczniku 
01145 » ° 3- Mk «310905 3 ge 
| 
| 
DTE liah lp n SIC se + + x ikse ° + 5 (in | 


Gua s 00 s Ak 534 e 


tak przestawiajmy rzędy równoległe, aby nietylko pierwszym 


elementem głównej przekątnej był pewien element np. агл; 


PRZESTAWIANIE RZEDÓW. — ROZ. I! — Š 23. 69 


lecz aby po sobie następujące elementy głównej przekątnej 
miały tak pierwsze, jak i drugie wskaźniki w porządku ko- 
łowym ($ 11), to jest aby pierwsze wskaźniki elementów głów- 
nej przekątnej szły w porządku 


і, 14-1, i+ 2,...,п—1, n, 1, 2,...,1—2, i— 4, 


„drugie zaś w porządku 
k, k+-4, k--2,....n—1, n, 1, 2,...,£—2, k—1. 


Możemy do tego dojść w taki sposób. Zrobimy naprzód i-y 
wiersz pierwszym, przesuwając poprzedzające o jedno miejsce 
niżej ($ 21); następnie będziemy przestawiali wiersz (i 1)-y 
z każdym po kolei nad nim będącym wierszem dotąd, dopóki 
on nie stanie się wierszem drugim ; podobnież (i-]-2)-i wiersz 
przesuwać będziemy coraz wyżej, aż on się stanie wierszem 
trzecim; nakoniec wiersz n-y przestawiać będziemy z wier- 
szami nad nim stosującemi, aż stanie się (n —i--l)sym od 
góry wierszem; wtedy pod nim znajdzie się wiersz który 
początkowo był wierszem 1-ym, dalej znajdzie się poprzednio 
2-gi, i t. d., ostatnim zaś będzie wiersz, który początkowo 
w wyznaczniku D był (; — 1)-ym. Będzie więc 


Ча y + * э Qik, + + n ng din 
Qięt,t > ° s Qięt,k s + * + y (i+ n 
. . . 
dni >» + nk 5 s Опт 
p 
а, > Ok › , lin 
аза ¢ » Ask + › dan 
I 
Í 
Qi AA s + + < y imk y 6 > + 5 0 лп | 
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W ten sposób każdy z n—:--1 wierszy ostatnich wyznacz- 
nika D, t.j. wiersze jego 


i— y, (2 1)-у, (i+ 24,... (п — 1)-у, n-y 


były kolejno przestawiane z każdym z ¿— 1 przed niemi bę- 
dących wierszy; zatem wyznacznik D zmieniał swój znak ($ 19) 


(n — 24 t) — 1), 


razy. Jest wiec 


n—i-H1)(i—1 
ро (ray e, 


Jeśli jeszcze w wyznaczniku D' w podobny sposób będziemy 
przestawiali po.dwie kolumny tak, aby k-a stała się pierwszą, 


(k+ 1)-а drugą, i t. d., nakoniec n-a stała się (n—k-+-1)-a, 
to otrzymamy 


lik;  Cikea ۰۰, Qim (ii y, ++: +, Фк 


dirik) Cic ket e s litin Оаа y,» hira. kt 


Diz алк» апка 5** +5 Anm, dna y.» + > Ünk—i 


йк  Qakea seo e o Qim Qidi seee s (4 k—i 


Qi ik, Qi a k+1 s + + + y Cia, Cima s + +. > di—4,k—1 


Podobniez, jak poprzednio, rozwazajac wykonane tu przesta- 
wienia po dwie kolumny, znajdziemy, ze 


(n—k+1)(n—4) 
D,=(—1) і 


Jak widzimy, w tym wyznaczniku D, pierszym elementem jest 
element ак, a elementy głównej przekatnej maja tak pierwsze 
jak i drugie wskaźniki w porządku kołowym. 
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Z otrzymanych związków między wyznacznikami D, D' i D, 
wypada 


(n—i-1)(1—1)-+(n=kt1)(k—1) 


Lecz naprzód 
n(i-k)—i* —kt4-214-9k—92 n(i+k)—1— А 


SH =(—1) , 
a następnie, tak 7? jak і £” są liczbami parzystemi lub nie- 
parzystemi, stosownie do tego, jakiemi są ¿ i k; zatem jeszcze 


n(i-k) —i$—4* n(i-k)—(i4-k] (n—1)(L+k) 
(—1) =(—!) '—(—1 : 


Ostatecznie więc 


(n—1)(i-k) n—4)(i- 
Bim(—1 "p, yli ST р, 


to jest 
Z2Ea,,4...0i ii Ok k. «On 


(а) __ 
= (— 1) E Oi kd 41, + aen en i,k + ni ede Cia kA 5 


w przypadku zaś, kiedy k= i, to i 4+ k=24, liczba (n—1)(i--k) 
jest parzysta, i 


ZE Qi 14240; i. On = ZEG i rd + fe Un таа 402 24.40 _ 4 i—4. 


Jeśli liczba n (to jest stopień wyznacznika) jest nieparzysta, 
wtedy n— 1, jak równie i (п — 1)(2--/) «są liczbami parzy- 


(n—1)(1--k) 
stemi, (— 1) —-H, 


D — D,. 
Jeśli zaś n jest liczbą parzysta, to n— jest liczbą nieparzystą, 
zaś (n— 1)(i - k) jest liczbą parzystą lub nieparzystą zależnie 
od parzystości lub nieparzystości liczby ¿+ k; skutkiem czego 
(n—1)(i+k) itk 
(—1) = 


(—1) , 
DSC) bs 
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Jeśli w systemacie elementów danego wyznacznika tak przesta- 
wimy równoległe rzędy, aby pewien element stał się pierwszym 
elementem głównej przekatnej, a wszystkie elementy głównej prze- 
katnej miały tak pierwsze jak i drugie wskaźniki w porzadku 
kołowym, to, w przypadku wyznacznika stopnia nieparzystego, 
wyznacznik sie nie zmieni; w przypadku zaś, kiedy stopień wy- 
znacznika jest liczbą parzysta, wartość bezwzgledna wyznacznika 
pozostaje niezmieniona, lecz znak zmienia się lub nie, według tego, 
czy summa wskaźników elementu, wziętego jako pierwszy, jest 
liczba parzystą, czyteż nieparzystą. 


Tak naprzykład 
01,45 04,2, 04,3 (3,2, 03,3, (134 
ZEM 402 203 з==|@з а, 02,2, 02,3| — 01,2, 04,3, @а|==Ў-Еаз ла 32 13 


аза, 03,2, 03,5 03,3. 02,3, 02,4 


йа, 04,2, 01,5, C14 (15,2, Do 
аза, 02,2, 13,3, 23,4 3+2 | 24,2, 04,3, 4,4, Q4, 
DE =(— P 
0, a,,0, 0 04,2, 04,35 04,4, Q, 
Q4,45 04,2, 04,3, 4,4 (3,2, 02,3, 03,4, Q2,4 


a jezeli wyznacznik ostatni nazwiemy D,, to widzimy, że główny 
jego wyraz jest -- 03,205 304 4424, 1 ze D—— D,. 


$ 24. 
Własności wyznacznika, wypowiedziane w $$ 19, 21, 22i 23, 


są szczególnym przypadkiem pewnej ogólniejszej, której wypro- 
wadzeniem się zajmiemy. 
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Ješli mamy wyznacznik 


D—Z-E а, даз,з:..ар п 


а w nim zamiast drugich wskaźników weźmiemy jakakolwiek 
przemianę n ilości 


1, 255 ifta 
naprzykład przemianę | 
ИТТЕК А 


to w wyznaczniku (*) 


р = >> lis а; U2 э...й s, 


równie jak i w danym wyznaczniku D, wszystkie wyrazy mają 
ten sam znak, co wyraz główny, stosownie do tego, czy prze- 
miany, uskutecznione we wskaźnikach, do jednej, czy też do 
różnych klass należą (š 8). Będzie więc D=D', lub D— —D', 
stosownie do tego, czy wyraz główny wyznacznika D', to jest 
wyraz -- a,245,...0,,, znajduje się w liczbie wyrazów wyznacz- 
піка D ze znakiem -+ czy też ze znakiem —, czyli stosownie 
do tego, czy przemiany i 


X; [TEMP 4; 23... 


do jednej, czy też do różnych klass należą, tak, że jeżeli przez e 
nazwiemy liczbę zmian układu 


À, pss 120, 


(1) Ten wyznacznik otrzymamy z wyznacznika D, jeśli w systemacie 
jego elementów, kolumnę 2-а zrobimy pierwszą, kolumnę р-а zrobimy 
drugą i t. d., a jako ostatnia weźmiemy kolumnę początkowo з-д. 
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to ($ б) wyraz główny wyznacznika D' znajduje się pośród 
wyrazów wyznacznika D jako 
(— ^)'a, аз „.-.0n s, 
a tem samem 
D —(— 1yD'. 


Również, jeśli w wyznaczniku D'—E«a,;45,...4,, zamiast 
pierwszych wskaźników weżmiemy jakakolwiek ich przemianę, 
naprzykład Š : 


Lr ra 5 
której odpowiada liczba zmian e, to wyznacznik 
D, =E E ааһа, 


zadosyć czyni albo D,— D' albo tez D, = — D', stosownie do 
tego, czy przemiany 


E Meias 53x 
należą do jednej czy też do różnych klass, tak, że 
Des (D. 


Z otrzymauych dwu związków między wyznacznikami D. 
D i D, wypada, że 
D=(—1)'**Dy. 

Jeśli liczby £ i e są jednocześnie obie parzyste lub obie nie- 
parzyste, to w każdym razie «+4 e jest liczbą parzysta i D—D, ; 
jeśli zaś z dwu liczb ei e jedna jest parzystą, druga zaś 
nieparzystą, to e+e jest liczbą nieparzystą i D= — D. 
Ostatecznie więc 


Jeśli w systemacie elementów wyznacznika 


z Ea Ad2,2.--0n п 
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tak poprzestawiamy rzędy równoległe (*), że otrzymamy wyznacznik 
®-# алат a..-05 a, 

to 


ZE 04,403 a. ..ln.n = ZA ат ds e, 
lub 


z-ta, 402,3. . (y — — У OL a ge ees в, 


stosownie do tego, czy liczba wszystkich zmian, odpowiadających 
układom tak pierwszych jak i drugich wskaźników wyrazu głównego 
wyznacznika 


IE, amg. -03, 
jest parzysta, lub nieparzysta; albo inaczej : stosownie do tego 
czy układ pierwszych i układ drugich wskaźników tego wyrazu, 
to jest układy 
л. OY Уу. 997 


do jednej, czy też do róznych klass należą. 


Z tego wypada, w szczególnym przypadku, że zawsze 


EEan.. Ann = E + (aG, polla a 


to jest wyznacznik nie zmienia się, jeśli w systemacie jego ele- 
mentów tak między sobą poprzestawiamy kolumny, jakoteż wiersze, 


(1) To jest wiersze lub kołumny, albo też wiersze i kolumny jednocześnie. 
Można to inaczej tak wypowiedzieć : Jeśli w wyznaczniku DÆ а ,... a5, 
pierwsze lub drugie, alboteż jednocześnie pierwsze i drugie wskaźniki 
zastąpimy jakiemikolwiek ich układami, tak... 
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że główne elementy danego wyznacznika pozostaną w głównej prze- 
katnej, choć zmieni się porządek ich następstwa. Naprzykład 


MŁ Ebi МЕЛ. ы 
e, h w ^| | h ^ e 
š P k, l 95 “НЫ m 
m, m, yU p BBY; а 
Ponieważ w wyznaczniku 
Ou y ° ° + Unm 
апа, ° ° + > Anm 


wyraz utworzony przez AE niegłównej przekątnej 
(8 12, 16°) jest 


n(n—1) 
(— 1) dı nla п—1.,.@п—1 nrt, 
to 
n(n—1) 
9 
E + а, 10 в...@_аа==(— 1) ZE пй n —- n, 

czyli 

[04,45 @ з, n—i бап | ац ту Qin 19e, 2, 1 


| n(n—4)| 


2 (Qam, Q2,n —19:**y002,2, 031 


jas Ay 02,257, 02,n—4, dan | 
| | 
1" I 
| | | 


апа, Un,2y+ 5 Un,n—i5 Ann ад ту On,n—15**,0n,2» An, 


to jest : jeżeli tak przestawimy kolumny, że elementy drugiej 
przekątnej utworzą główną przekątną, to wyznacznik nie zmieni 
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się, jeżeli stopień wyznacznika jest postaci n—4p, lub п==4р--1, 
zmienia zaś znak, jeśli n=4p-L2, lub n=4p--3. 

ZADANIE. — Objaśnić, dla czego 


I 


pe Me y + + әу Qs йз, Qam ++; Oke 


Am, y Om, s + + + „Om, | Ga, Qam > + ° + 5 dys 


(sy. Opis) cippo pe аз, dam y + + > (js 
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ROZKŁAD WYZNACZNIKA WEDŁUG ELEMENTÓW 
RZĘDU. SZCZEGÓLNE PRZYPADKI 


$ 25. 


Ponieważ wyznacznik jest funkcyą jednorodną i linijowa 
elementów jakiegokolwiek rzędu ($ 8), więc w każdym wyra- 
zie wyznacznika 


Qi is ° ° © y lik; ` ° > 5 ат 
О РАСЧЕТУ AGO < ®.› А 


ава, 5 Жк › dn,k; M E “ апп 
znajduje sie jeden tylko element pewnego np. ¿-ego wiersza. 


Oddzielmy w rozwinięciu wyznacznika wszystkie wyrazy, 
zawierające z ego wiersza element a; ,. Ujawniając spólny tym 
wyrazom czynnik а; к, możemy ich zebranie (aggregat, summe 
algebraiczna) oznaczyć przez 


-F а „кА к, 


gdzie więc A;, jest spółczynnikiem elementu aij, przez który 
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mnożąc ten element otrzymujemy zbiór wszystkich tych (tylko) 
wyrazów wyznacznika D, w które wchodzi element а; х. — 
A że, jakeśmy tylko co powiedzieli, wszystkie wyrazy danego 
wyznacznika mają po jednym czynniku zpośród elementów 
Gi Qis + + + s Qiks» + + > din; 
to każdy wyraz danego wyznacznika wchodzi w jedno (tylko) 
z wyrażeń 
tiiin 3А, « - + + аА « < < s Чал. 


Ponieważ każdy wyraz wyznacznika D jest częścią składową 
jednego z tych wyrażeń, a żaden wyraz nie należy jednocześnie 
do dwóch z nich, więc zebranie wstystkich wyrazów wyznacz- 
nika D, to jest sam wyznacznik D, można tak przedstawić : 


D — -Fai4Àia аА... ]- ai A; c... aj nA u. 
Idzie teraz o bliższe wyznaczenie spółczynników 
Аа, Ada, « + « ; Ay + n Ая. 


Jeśli chcemy wyznaczyć wogóle ilość Aix, to w wyznacz- 
niku D zróbmy naprzód element aj; pierwszym elementem 
głównej przekątnej. Jak wiemy ($ 22), 


ак, Üja oss. Qi,k—15 Qik+i y... Gin 

а.к; UA уә Q4,k—4, й\к+ї ye, yn 
ik 

D—(—1) daw ii, а-а-а iade, аһ 


Oi ck, Qi causes, Qj «4 k—145 (i ak dyes Чаш 


Anky Ana oso бл, (nk+i 9e, Anm 


itk 
D—(—1) xX-Eai,,..-0i— tiii eae D аак + L1 nae 
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Zgodnie z określeniem wyznacznika, znak x rozciąga się na te 
wszystkie wyrazy, które otrzymamy, jeśli albo zamiast układu 
tylko pierwszych, albo zamiast układu tylko drugich wskaźni- 
ków podstawimy wszystkie ich przemiany. 


Jeśli zaś chcemy z wyznacznika D wydzielić wszystkie te 
wyrazy, w które wchodzi element ар, to jest część jego 
wyrazów, ujętych w wyrażenie a, А; д, to trzeba będzie, pozo- 
stawiając niezmiennemi wskaźniki elementu a; x, zmieniać tylko 
wskaźniki (albo same pierwsze, albo same drugie) pozostałych 
elementów, we wszelki możliwy sposób. Gdy to tylko uskutecz- 
nimy, to w tych wszystkich wyrazach będzie czynnik spólny 4; x, 
który możemy postawić przed znakiem x, także 


i+k 
diki "—1) акаа... 
++. dk ka Ok ea kde Guns 


gdzie znak X odnosi sie do wszystkich wyrazów, które otrzy- 
mamy z wypisanego, jesli tylko zamiast ukladu pierwszych, lub 
zamiast ukladu drugich wskazników elementów podstawimy 
wszystkie mozliwe ich przemiany. Jest wiec wyrazenie, ozna- 
czone przez te summe, wyznacznikiem (п — 1)-ego stopnia ($ 8), 
w którym nie ma pierwszego wskaźnika ¿ i nie ma drugiego 
wskaźnika k, to jest nie wchodzą w ten wyznacznik elementy 
ego wiersza i elementy k-ej kolumny systematu elementów 
danego wyznacznika D. — Z ostatniej równości wypada 


itk - 
Ai (—1) Хаа... vade ek em 10k L1 On; 


właściwie to wyrażenie odnosi się do przypadku ¿< k ($22). 
Jeśli zaś z > k, to 


itk 
Mae =(= 1) X2k04,4...0&—1, k=tQk,k+ teslimi ilid itd ue 
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Jeśli zaś i = k, wtedy (— 1) =+ 1, i 


Msi SESE dilin: 
Czyli, jest wogóle 


GIA ,..., kot Яцка see Ulm 


i+k | 01—449.) Cit ky Cia, kei, dion 
Ai (— 1) , 
Girly hirl ky Git kąty"; Ciran 


апа у...) Чп, Чака ун Una | 


Ча y, Lii, @4+1 gii; din 


(l iays, (11015 Gites, Qi—I.n 
Ате Е 


Ui ca дуну аділ Ci cte 1y***3 Ui ciun] 


[йч $e, Un i~is Gira oy Ann | 


Widzimy więc, że w rozłożeniu wyznacznika według elemen- 
tów i-ego wiersza (1), 


D=GnAix 4-а зА, +... + aipAik +... -H a Mus 
(5) Rozkład wyznaczaika według elementów rzędu, w którym to roz- 


kiadzie spółczynniki sa wyrażone przez wyznaczniki, zaznaczony już jest 
przez VANDERMOND'a (l. €., str. 525). 


6 
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spółczynniki 
А; 1, А; г, эе э, ] Aik CE А ж, 


jak również ($ 18) w rozłożeniu według elementów k-ej kolumny, 
D = a; xAı 4 аз кА: +... Fai кА... an kAn,» 
spółczynniki 


Ak Азд, + © + s Milo + + © + An 
sa wyznacznikami, powstałemi z wyznacznika D przez opuszcze- 
nie w systemacie jego elementów jednego wiersza i jednej kolumny, 
poprzedzonemi znakiem -- lub —. stosownie do parzystości lub 
nieparzystości liczby, utworzonej przez summę wskaźników odpo- 
wiednich elementów danego wyznacznika. 

Te spólezynniki, to jest wyznaczniki (п — 1) ego stopnia, 
łącznie z właściwemi im znakami, nazwiemy 7losciami dołączo- 
nenii do elementów wyznacznika danego (^). Ponieważ każda ztych 
ilości dołączonych jest wyznacznikiem utworzonym przez (n—1)* 
elementów danego wyznacznika, to możemy powiedzieć ($ 8), 
że, wogóle, każda ilość dołączona jest wyrażeniem całkowitem 
względem elementów danego wyznacznika. 


Wypisując różne rozkłady danego wyznacznika D według 
elementów każdego z jego wierszy, lub też według elementów 
każdej z jego kolumn, spostrzeżemy, że istnieje n? ilości 


Mb UY $ Mm 


(1) CavcuY (Mém. Sur les Fonc..., str. 65) : «la quantité adjointe à a, а 
sera bpa et la quantité adjointe ù аз; sera dyw» (bis, bp,» odpowia- 
dają naszym А, x, Ар)» 
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dołączonych do n* elementów danego wyznacznika n-ego sto- 
pnia. One wszystkie tworzą systemat dołączony (*) do systsmatu 
elementów danego wyznacznika, to jest do systematu 


(Te ilości i ten systemat są szczególnym przypadkiem ilości 
i systematów, których własności ogólne badać będziemy póź- 
niej (°). Teraz zaś podamy kilka zasadniczych własności ilośc i 
dołączonych do elementów danego wyznacznika.) 


Jako przykład rozkładu wyznacznika według elementów 
rzędu, weźmiemy np. wyznacznik trzeciego stopnia, który roz- 
łożymy według elementów drugiej kolumny : 

kuy 
[Gs 02,2, 03,3 = 


| Q3,1,03,2, 03,5 


1 +o| 02,15 02,3 03 104,3 34 9|71,1501,5 
= -+a e(—1) 4а, --a; s.(—1) ; 
аз 103,3 03,4503,3 аз 4,02,5 
ezyli 
z EQ 02,203, 3 "—M4 203 405 3-02 ЗУ El 1433—43 EE 402,3. 


(1) Слосих (Ibidem) : «le systeme (55,1) adjoint à systeme (a5,1) », 
(3) Rozdziały Szósty i Siódmy. 2 
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Podobnież, rozkładając np. wyznacznik czwartego stopnia 
według elementów trzeciego wiersza, mamy 


m (4,4102,203,304,4 za F == (4,202,374,4 —032 xs Q4 402 ,3G4 4 


Fass È £ û, аз aa — (13,4 Z E @ 102,204,3. 


$ 26. 


Gdy zauważymy, że wyznacznikowi 
Py E dii 235r d ace. Un 


można nadać postać (š 23) 
ай», ikea see [T ајд sses i k—1 
Gj- ky Cipy ee sto Mitin Aiti, tes 0—4 
(n=1)(i--k 
= (— 1) ; (ak Unda эсэ (lna апд ares On, k~i 
Qik, ada sees ans yy oon Hai 


Gj—1,ky i74 iion sy Cito Gi 1,5 Bi 4 k—1 
to, wydzielając zeń (podobnie, jak w $ poprzedzającym) wy- 
razy, przedstawione przez а; А; к, znajdziemy 


(n—)(i-k) 
aj Ai, =(— 1) Gi, k X 3c 0i x4 ke Oi e a Ke 3n 


Un kn ci A ken Li deos Ci— k—1 


zkad 


(n—1, (FK) 
Ак== (— 1) ZEG + 1k + An, капа, Кап i+ 1-li kis 
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w przypadku zaś ¿= k, jest i + k = 2, i 


A P= EO c pes Un nl +, dit it, 


czyli 
Ui kiye, Citi ny Citi, les Citi k—t 
—— e "erp cnn f dO TTA 
I (n—1)(i-+k) An ktis ++- Anny nas es dnk—t 
Ax (— ) , 
d к-та, .... ап, ац, е) 4, k—1 
EA ex EET IS TID OE ETSI 
Gi—i kiss, Gig ny dis: Wi ky 
йаа) irt Cia, Qiz i—1 
[anitis +++; Anm Ans өз, dy i-a 
Api c . 
(irt c dym ааа, e, 011—4 


Ciiro, Cii nm iaa, Qi—i i—i 


Widzimy z tego, że w tych postaciach wyznaczników ilości 
dołączonych tak pierwsze, jak i drugie wskaźniki elementów 
głównej przekątnej, wraz ze wskaźnikami odpowiedniego tym 
ilościom elementu (a; к), następują po sobie w porządku koło- 
wym. 

Z powyższego wyrażenia dla А; widzimy jeszcze, że, gdy 
liczba n, stopień danego w yznacznika, jest liczbą nieparzystą, to 


(n=1)(i--k) > ; ; 
(—1) ет == 4-1, to jest wszystkie takie postacie wyznacz- 
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ników przedstawiaja doktadnie (wraz ze znakiem) ilošei dola- 
czone do elementów. Jeśli zaś liczba n jest parzysta, to 


(n—1)(i--k) (i+k) 


29 EMU? 


to jest wyznaczniki te przedstawią ilość dołączoną, jeśli beda 
poprzedzone znakiem -]- lub —, stosownie do parzystości lub 
nieparzystości summy wskaźników odpowiedniego elementu. 


Jeśli rozkładając wyznacznik według elementów rzędu, elemen- 
tom głównej przekatnej każdego wyznacznika ilości dołaczonej na- 
damy takie pierwsze i drugie wskaźniki, aby, wraz ze wskaźnikami 
elementu, którego ta ilość jest spółczynnikiem, tworzyły (tak jedne, 
jak drugie) następstwa kołowe, to, przy nieparzystym stopniu da- 
nego wyznacznika, wszystkie takie wyznaczniki, wzięte ze zna- 
kiem +, przedstawią dokładnie ilości dołączone ; przy parzystym 
zaś stopniu danego wyznacznika, aby wyznaczniki takie scisle 
przedstawiały ilości dołaczone, należy je poprzedzić znakiem -- 
lub —, stosownie do tego, czy summa obu wskaźników elementu 
danego wyznacznika, którego ta ilość jest spółczynnikiem, jest pa- 
rzysta lub nieparzysta |'). 


j 25) 


Np. (š 


Um 


Уа; 42,203 з==-[-@‹ „®-Еа» 303 17|-02,23 3545,34 ааз Уаз ла з; 
E E (4 (йз 203504, == -]- 03,4 X E a эЧ 302,4 — аз У E 04,504 даз 4 


-H as 38 E 4, 404 лаз з — 05,4, E EÈ @, 404 заз 3. 


(1) BALTZER (l. c., trzecie wydanie, str. 12). 
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Wyznaeznik 


кы Шы лт TP. GUY 


апи, An, * + * > Anm 
rozlózmy według elementów i=ego wiersza : 
D=GAAix + GaAs . . - алд (1) 
Jesli za$ utworzymy summe 
aGjaMia + aj Ais + + : + F OjnAin (2) 
i porównamy ją z poprzedzającą (1), to widzimy, że summa (2) 
przedstawia nam to, co otrzymamy z wyznacznika D, jeśli 
w nim weźmiemy a; , zamiast а, Zaś aj» zamiast аз, . . . , 
nakoniec ajn zamiast in. Tak, że ta summa (2) przedstawia 
wyznacznik 
| 1,5 Gi, + + + > Anm 


Aj A; Ajs + • + > Чу 


ава, апу s + * » Anm 
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który, jak widzimy, 2 powodu, że ma dwa rzędy równoległe 
utworzone przez też same odpowiednie elementy ($ 20), jest 
równy zeru. Jest więc 

aja Aiı + aja Ais +... . 4-9 Ai = 0. 

Jeżeli Ai, jest spółczynnikiem elementu aj; w wyrażeniu 
danego wyznacznika D stopnia n-go, tak, że а; кА przedstawia 
zebranie wszystkich wyrazów wyznacznika D, w które wchodzi 
element a; k,, to każda z summ ($ 18) 


G AA; + li зА, БЕ e * > -- Gin Ajin (3) 

iiij aijt . - . --dmiAnj (4) 
=D, lub = 0, stosownie do tego, czy j jest taż sama liczbą coi, 
czyteż j jest różne od i. 

Skutkiem tego między n? ilościami dołączonemi do elemen- 
tów danego wyznacznika D stopnia n-ego ($ 25) i elementami 
tego wyznacznika mamy n° następujących związków (1) typu (3) 

а дА + Ча nA = D; oee aia Aa + ... 
-- ainsin 20 5...5 a4, A44 H^ --+ annA n=O; 


nA +-.-+ Q4 nAin =0;...; GaAs +... 
ЕЕ QinAin — T ORLA ...ا‎ AnnAin =0; 


a Ani +... 4 nAnn =0 3.005 An AÀ iA 4... 
h an nAin — 0 5...3 ân Ån, +... AnnAnn =D; 
4 także podobnych n* związków typu (4). 


(1) Te związki dla wyznacznika trzeciego stopnia pierwszy zaznaczy 
LAGRANGE w Solutions analytiques de quelques problemes sur les pira- 
mides triangulaires. (Nouv. Mém. de VAc. de Berlin za 1773 r., strona 
151). Ogólnie te n? związków wyprowadził Caucuy w Mém. Sur les Fonc- 
tions... sir. 66. 
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$ 28. 
ešli w wyznaczniku 
us 3a o КФ Ж TRETEN 
Ida 4. аа РАР Ке 
DE 
Ant » + + ° s dak > + + + > Onm ' 


wszystkie elementy pewnego wiersza lub pewnej kolumny 
przedstawiają się w postaci summy jednakowej liczby skład- 
ników, naprzykład : 


l Zat as -i-...-|- ap. 
81 +B: +... Bo 


а k = 


ank =n №... + эр, 
to, zastępując w wyrażeniu (§ 25) 
D =а кА, к ЕЕ азд +... ап kA nk 


ilości арк, 4:4,..5,05,, przez powyższe ich wyrażenia, mieć 
będziemy 
D = (ai --..-a)A (Gi... HA F.H (ot... pA k 
D= «А, And rin 

+ оА i + A+... An k 

+ 

+ apik -F Аз,к +... vpAn ke 
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Porównywając każdą z tych w oddzielnych wierszach wypi 
sanych summ z summą 


Q4 kA4 c аз Aa +. . + dn;kAn,k =D, 


widzimy, że każda oznacza to, co otrzymamy z wyznacznika D, 
jeśli weźmiemy (ogólnie oznaczając) œ. zamiast aa, 5, za- 
miast аз к... уу, zamiast Ay д, t.j. jeśli w systemacie elementów 
danego wyznacznika D zastąpimy kolumnę elementów 


` ак przez kolumnę ilości a, 
Go k B. 
ац, v» 


, Summa zaś wyznaczników takich systematów elementów, przy 
wszystkich wartościach 1, 2,...,p dla 2, przedstawi, według 
przedostatniej równości, dany nasz wyznacznik D. Jest więc 


ад; 04, k— 15 а-|-...--ар, Q4 Kk + 15 **501,n] 


02 45.402, 7145 É+. „bp, азк + 15.0002 


| 


Uy ay yn kis w... Qn,k + 4. sn, 


O4 „434 + 25004 k— 45 а, ак. 157304, 


bes? азд, 2502,61 f, da k case «502 п 


Up ases Un kay Yay Unk e dro nun 
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gdzie znak € odnosi się do wszystkich p wartości 1, 2,...,p, 
które podstawiając zamiast 2, otrzymamy wyrażenie danego 
wyznacznika jako summy p wyznaczników. Np. 


4 2 d |—1-F4, 4—3+1, 60—041 


3, 2 |= 3, 2, 4 
L, 5. 6 | i, 5), 6 
E L, 6| —1,—3, 0 4, 1, | 
—3, 23 "m 4-2, Жез, 3, 4 
à 5 6 | ho o5 6 Ja 5; % 


Gdyby, prócz tego. wszystkie elementy drugiego jeszcze 
rzędu równoległego, np. /-ej kolumny danego wyznacznika, 
przedstawione były jako sammy np. g składników, 


Q = <, аз + » qa -i &'qs 
PC T Go 


SR E vp 
to, na mocy powyższego, mieć będziemy kolejno 
Qui $e , a. .. нар, -. „ag. «s Tea ass €, 044 
Qa, s Aor Fe Eq + > » > Gam 


апам Бор. eye, anm 
i4 y аа, Wa и CES у s GUN 


I 1 
"a lis». Рон Ва е BGS з > Gam 


. š , 1 
(GA уйн E SE CE PAG 
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П 
аду... gh er gu rens, (ih 


In, s UE rr = . . s Anm 
gdzie przy każdej 1, 2,...,p wartości dla 2, należy dla „ dać 
każdą z wartości 1, 2,...,7; tem samem dany wyznacznik będzie 
wyrażony jako summa pq wyznaczników. Wogóle (*). 

Jeśli w danym wyznaczniku wszystkie elementy pewnego rzędu 
(wiersza lub kolumny) przedstawiają się jako summy p skład- 
ników ; elementy pewnego innego rzędu równoległego jako summy 

składników; elementy innego jeszcze równoległego względem 
poprzednich rzędu, Јако summy r składników, i t. d.; to wy- 
znacznik dany może być przedstawiony, jako summa рат... wy- 
znaczników, w których te summy będą zastąpione odpowiedniemi 
ich oddzielnemi składnikami. 

W szczególnym przypadku, gdyby wszystkie elementy da- 
nego wyznacznika stopnia n-ego przedstawiały się jako sammy 
m składników, to dany wyznacznik możnaby przedstawić jako 
summe m" wyznaczników. 


š 29. 
Jeśli w danym wyznaczniku wszystkie elementy pewnego 
wiersza lub pewnej kolumny mają czynnik spólhy, np. 
[A1 4220504 ‚ку, clan) (Aity aka ра, Oi Lay sun 


| | 
| rt: +o k s. (ls и 492,1y2+:y(02,k— 15 08, (o k+ ELT 
D E |, 


| 


An Assn kye Ann) nass yn kis 6% Qn ak + de sdn n| 


(!) CAUCHY w Mém. S. l. F. (str. 104, 105) przedstawia wyznacznik 
p-ego stopnia, którego elementy sa summami n składników, przez summe 
wyznaczników. 
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to rozkładając ten wyznacznik według elementów k-ej kolumny, 
mamy 


D = а кА, к-а Аз T... ан „Аяк 
= pa Au БЕ рЗАз к +. el WAN k 
= p (aA x bA r T-- 9A). 


Nazywajac 


PT YN 4 5 IN. +... såa = 0), 


mamy 
Dzz ;D'. 


i 


D' zaś tem się różni od D, że trzeba wziąć а zamiast ак, 5 
zamiast 2»,,...,» zamiast aux, to jest : z wyznacznika D otrzy- 
mamy wyznacznik D', jeśli w systemacie jego elementów za- 
miast -ej kolumny postawimy kolumnę ilości 
€, э «s 3.95 

Jest wiec 

dy y m jx) ‚ тн LITE E «lin 

бан çv + es p s> «+ дзн Azis». 


ets By o O 


Ant ye оу QU + + у dnan| (dna 59555. Anm 


Jeśli w wyznaczniku wszystkie elementy pewnego wiersza lub 
kolumny mają czynnik spólny, to można, wydzieliwszy ten czynnik 
z owych elementów, postawić go jako czynnik wyznacznika. 
Naprzykład : 

bay, lubi, lycy 


LIT by, €, 
а» pb. ILa [УУ 
m" m" Ga ess - |4, by, Caj. 
m m * Mm m 
паз, п иф, тез аз, һ, cz 
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$ 30. 
Jeśli w systemacie elementów wyznacznika 


Qi 4 » + + © 9 lyk y + © « 5 gts + n » (in 


Ana » ° + ° > nks * - * nls.» » 5 Onm 


wszystkie elementy jednego rzędu są proporcyonalne względem 
odpowiednich elementów rzędu równoległego 


u1: Uk = lol $ URS... — An, l Орк 7, 

to ($$ 29, 20) 
ано y Dk s о ale 9 Ga k » © « ә Gh 
аза see * > dek » + + + + lks.. + у dan 
D = 

Andi » ° < + s nks ° ə › Onks. ° * » алт 
MA » әу Qyky эс» эу lyk 3 : a 6 > GA 
Qha. © » OED » © « * 5» Qgk ; e s ә dan 


= = s,0=0. 


lüna >» v « 5 Ünk se « « 5 Ünks « * « 5, aa 


Jeśli w systemacie elementów danego wyznacznika wszystkie 
elementy pewnego rzędu są proporcyonalne względem odpowiednich 
elementów rzędu równoległego, to wyznacznik równa się zeru. 


Np. ($9, 19) 


2 
4,2; ow 4, 4 
DP Ge pct ТЕ ay 
ai q5- p ES ZACZ? 
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ка ud 2%. 0 З A N) 
84, 36, 20, 60 
45 47. . t. 8 
24, 9; 5, 15 


b. daa S8 


21,9, 5, 45 


l 
ш. 
IM, 9, 5, 45 


Również, jeśli w systemacie elementów danego wyznacznika 
wszystkie elementy pewnego rzędu są równe summie odpowiednich 
elementów dwu lub więcej rzędów równoległych, pomnożonych 
przez pewien czynnik (ten sam dla elementów oddzielnego rzędu), 
to wynacznik równa się zeru. 

Np., jeśli dany wyznacznik 


KE yt, rne INTI 20 — 0ı, k--TA4 1, en s llin 


[as py кзз йыга a OE ‚т@за——@з,к | таз, RI ET 
, 


. . ` . ` . . . ` . . ` 


Ants. -e plnky ee o nott, ean 2 — an TOnly: ++ s nun 


to rozkładając go na summe wyznaczników ($ 28), spostrzezemy, 
że każdy ze składników jest zerem. 


š 34. 
Jeśli do wszystkich elementów pewnego wiersza lub pewnej 
kolumny systematu elementów danego wyznacznika 
üja 59 3 Mey 000 Ds e ТА 
Jaga s 2 + T » : 4 T s + = „ y dam 
D 


Üni 3 о «5 Üütkh » * * e « nt s « + 2.5 ШЕ 
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dodamy odpowiednie elementy jednego z rzędów równoległych, 
pomnożone przez tęż samą ilość, to otrzymamy ($$ 28, 30) 

йа bv + © 3 Ukyo- « darts. + © ; (yn 

(da › + eeg ‚зв s + ә бзд-}-тазк , . +. ‚ йз» 

LM зме 4 w ОПО l 3 Any An t A тйк О" алі 
ГРУ НИТО АПРЗ , (ln | 


daty °: 25 Aky.. «5034 5 * * , азд 


==. 


| | 


And + +» Anky» ++ Only ° ° * y ац | 
JU We nds a 


ЛЖ? о р TRENT VETERE Y | 


+< тч 


q^ . Ny Wa 72 , Ta wr) 
| 
[Ini з... g9 Unk +. әу Onks. -  , nn | 


Wyznacznik się nie zmienia, jeśli do wszystkich elementow 
jakiegokolwiek rzędu dodamy odpowiednie elementy rzędu równo- 
ległego, pomnożone przez tę samą ilość (!). 

Uogólniając to twierdzenie, możemy powiedzieć : 

Wyznacznik się nie zmienia, jeśli do wszystkich elementów 
Jakiegokolmiek rzędu dodamy odpowiednie elementy jednego lub 
kilku rzędów równoległych, pomnożone przez pewne czynniki, też 
same dla wszystkich elementów oddzielnego rzędu. 


(2) Jacopt. De functionibus alternantibus earumque divisione per 
productum. e differentiis elementorum. conflatum. (Journal CRELLE'a, 
tom XXII, str. 371.) 
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ZADANIA. — Objaśnić dla czego : 1°) ; 
e h 
а—т+(@-4@, b+b—m cęS=p, dkg 


0 ر‎ 1 > g , ^ 
i-i A 1+3, gr+k , hr -1 
т $ K. ç p j q 


m, n, P, 0 
9°) jeśli 
a, -H 4,m + 4,55 — e, 
аз 45 -+- 02,22 + 02,37 = эз, 
(13,45 + 03,m -= 03,35 = аз, 


lo 
ааа, 04,2, U, а. dys; 0.3 


йаза, аз, азз| =| аз, asa, Asa). 
0345; 3,2, 03, « (032, Язд 
$ 32. 
Jeśli w danym wyznaczniku 


йа, lika sss 404 ,1y4-+ 04 ‚ру, 304,45: 504, 
WZ Qiie i yes y Cile 3 Di pss» Ci, queso Ciun 


Un y 7 nk yn be e on ps ey nq T nun 
7 
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summy lub różnice odpowiednich elementów dwu par rzędów 
równoległych są względem siebie proporcyonalne, np. 


а xa 1= (а, ріал), kai =o (li уа „),... 


ап k+ алт = olan, pE anq)» 
lub 


4, k — @==в(а p Eti qhe 4, к—04 д==о(а{ Pa P) 


An,k— апл — (anp E an 4)› 


to ($$ 31, 29), tak w jednym jak w drugim razie, jest (rozu 
miejąc z podwójnych znaków we wszystkich elementach od- 
dzielnej kolumny ten sam znak) : 


4,45 4 KEQ „1422 + 504 „142-104 p EC qu e 504 ду o Ln 
D = Gi Ay» 504, KEli, ty + Qi ls рду 504 que yin — N 


Gn, yan Kn 155. n Ls «+n, pzEdn q,..- nq». nn 


Jeśli w systemacie elementów danego wyznacznika summy lub 
też różnice odpowiednich elementów dwu par rzędów równoległych 
sa proporcyonalne, to wyznacznik równa się zeru (!). 


(!) STUDNICKA : Wyznacznik jest zerem, jeśli stosunek różnić odpowied- 
nich elementów dwu par jego wierszy lub kolumn jest stały (Berichte 
towarzystwa naukowego w Pradze. 1873, str. 342). 
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ZADANIE. — Dla czego 
& 4, * 5, —3 

Ыы "$e М 

21:07 

20, 14, i, —, 4 

20, 10, di 4: 53 


Jako przykład służyć nam tu także może wyznacznik syste- 
matu szeregu kolejnvch л? liczb naturalnych, w przypadku n>2, 


| £, 9; dis =Z ZR 
| n+ 1, n--2, n--3,..., 2n 
| 2n -]- 1, м %n--3%,..., Sa | 220; 


(n—1)n--4, (n—l)n-F2, (n—t)n-+-3,... ‚ә 
gdyż różnica odpowiednich elementów każdej pary po sobie 
następujących kolumn jest stałą i równą jedności (różnica zaś 


odpowiednich elementów każdej pary po sobie następujących 
wierszy jest n) (*). Więc np. ($ 9) 


$ 2, 3 
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$ 33. 


Jeśli w systemacie elementów danego wyznacznika 


04,4501, k— 13 Mk, Oy +4, n 
D= |а;д,..., 0i k-15 Qiks Ji,k44::**>0in 


Opa, sn ki, Ünky nk ay nun 


wszystkie, prócz jednego, elementy pewnego wiersza lub pewnej 
kolumny sa równe zeru, np. 


NASZA ZZA E p+ =. а == 0, 
lo, zwazywszy, ze ($ 25) 
D= qi Ai, +... Gi ki Ma ++ а кА kai k. Ai, kę +-.. 
F Qi nA л, 
mamy, w tym przypadku, 


D = li kÅi,k 
czyli (§ 25) 


OA, ska, Cake dr эт 


ith Qj 4,45 «Si 4 k—145 Ci make irtee i—14,n 
D—(—1) aix 


агалуу ak as Ci ea ke drei s A, 


(nays. (n. k— 1 Qn k eds nm 
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GABINET MATEMATYCZNY 


Towarzystwa Naukowego Warszawskiego 


ROZKŁAD WYZNACZNIKA. — ROZ. m — Š 33, 101 
Jeśli w systemacie elementów danego wyznacznika, wszystkie, 
prócz jednego, elementy pewnego wiersza lub kolumny, sa równe 
zeru, to wyznacznik równa się iloczynowi elementu różnego od 
zera w tym rzędzie, przez ilość dołączoną do tego elementu, t. j., 
przez wyznacznik systematu elementów. powstałego zsyste:ratu 
elementów danego wyznacznika przez opuszczenie wiersza 
ikolumny zawierających ten element, który to wyznacznik 
należy poprzedzić znakiem -- lub —, stosownie do parzystości 
lub nieparzystości sammy wskaźników owego elementu. Np 


| 2, 0, Б“ T 


0, 0 9, al 


Gdyby w systemacie elementów wyznacznika, tworzącego 
ilość dołączoną, wszystkie, prócz jednego, elementy pewnego 
wiersza lub kolumny były zerami, to moglibysmy go znowu 
wyrazić jako iloczyn owego elementu przez odpowiedni wy- 
znacznik. Tak np. 


9, 0,5, 0, 7 
2, 0,5, 7 
2, 6, 9, 4,4 
1, 0,4, 1 
2-4 , , 
i OKO TIE A i 
9, 8, T, 6 
9, 8, 7,0, 6 
10, 0, 9, 1 
10, 0, 9, 0, 1 | 
2, 5,1 
cca qun 
10, 9, 1 
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Gdyby różny od zera element rzędu, którego wszystkie 
pozostałe elementy są równe zeru, był elementem głównej 
przekątnej, to dany wyznacznik mógłby być wyrażony przez 
wyznacznik, powstały z danego, przez opuszczenie wiersza 
i kolumny zawierających ten element (*), tak, że jeżeli 


T ERATES TER EL E 0; 


to (2) 


У а, 1053 . . . pn — 044 ШЕШ а . . . Оп. 


Gdyby elementy danego wyznacznika były takiemi, że znowu 
w systemacie elementów wyznacznika X Æ аз з. . . an,n WSZYSŁ- 
kie elementy pewnego, np. drugiego wiersza, za wyłączeniem 
elementu głównej przekątnej, były zerami, 


азз = dy 4 =. . . — lamn = 0, 
to 
Z == 0.3053 . . . Inn = 032 E Æ 033. . . Qnm; 
czyli 
У + а 4Q3,203,3 . . . Ann = 401,102,2 X == 33. . . арп. 


Podobnież, gdyby jeszcze 


аза = 03,5 = ANTT. = 5*3 


to 


E == айза... nn = 04403,3035 Z E Oy . . . (лм. 


(1) Gdyż ten wyznacznik przedstawi ściśle ilość dołączoną ($ 25). 
(2) JAGOBI. De formatione et proprietatibus Determinantium. (CRELLE, 
Journal, tom XXII, str. 292) 
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Wogóle 
dig 0, 0, «6; 0, „0 
084, аз з, oz s 0, 2210 | 
| азы» 03.2, 035.3, EN) 0, РО: | 
| ата, ат, Ят: ony Taqa, „PU А. аа, Ө 


Am+tA; Am+4, @т+ї,з›..., @т+ї,т› @т+ї,т+ї,.--+, (Im An 


аза, ал э, lAn, 3s + + + > Anm апт+1› +++ у) (Inn 


ат+ї,т+ї› + * + > Орлат 


czyli (!) 
E = а(...а_т,т...,@п,п = 04,4.-.Om,m Š E Qm+1,m+1:::0n.n- 


Np. 


(1) JACOBI, ibidem. 
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Ješli m =n, to 


0445 Wrze, 0, 0, eoe ee] 0 


CRINE DU Vo KA е 


Gas Gigs Gi, Oe ee 0 |= 00353 . - + дле 


апалу Ün,2s**55 Gn is Oni essei Ann 


Jeśli w systemacie elementów wyznacznika wszystkie elementy 
z jednej strony przekątnej są równe zeru, to wyznacznik redukuje 
się do wyrazu, utworzonego przez elementy przekątnej (*), 


Np. ($ 12, 16°) 


O 006685: 

0 $5 5. m" 5 

(23% 0 луш —(—1)3 23,25. — 14 —-L 60. 
0, 0,5, 0, =m 4 

0, —4, 3, 0, 4, 

E ВО 


(1) JAGOBI, ibidem. 
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$ 34, 


Na mocy własności, w poprzedzającym paragrafie wypro- 


wadzonych, jest odwrotnie 


ацл... а, п. 0 
аду... йат 


. 


апд... Ann, 0 
Ün a, e Ann 
Q, s< وا‎ Yo 1 
Qa, 2:5 ШТ Q4 R + 1» [IT TET 
Uns, Орду Unn+t; An, n+. 


linim 


апп+т 


= FO 2 0, 1, Ün cane y dri n+m |* 
0 0, 0, d s An+2n+m 
o 6700-1825 1 

Elementy 

"zed > 

Qintip» Ün,n «4s 

Ones) Qn,n +3 On +1,0 +35 

Ч\пл+т›» +, dnn+m  Üncaonemsss, — dn+m=tm+m; 


które nie wchodzą w różne od zera wyrazy wyznacznika, mogą 
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otrzymywać jakiekolwiek wartości skończone — mogą więc 
także być równe zeru. Widzimy zatem, że : 


Wyznacznik jakiegokolwiek stopnia może być zawsze przed- 
stawiony jako wyznacznik stopnia wyższego (*). 


Np. 

d ga E, L6 о 
02 44020, 510510 

g; wb 
=; 0, 79i З И 

e, d 
0; 6; 0. . a, 5 
О 40307 :06,^d 


(!) JACOBI, ibidem. 
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ROZDZIAŁ CZWARTY 


UPRASZCZANIE I OBLICZANIE WYZNACZNIKA 


$ 35. 


Własności wyznacznika. w poprzedzającym rozdziale wypro- 
wadzone, prócz rozmaitych zastosowań, jakie znajdą przy 
dalszych badaniach, daja nam możność uprościć dany wyznacz- 
nik, obniżyć kolejno jego stopień. oraz obliczyć prędko jego 
wartość. 


Z $ 29-ego bezpośrednio wynika : 


Nie zmienimy wartości danego wyznacznika, jeśli wszystkie 
elementy jednego wiersza lub jednej kolumny pomnożymy przez 
jedną i tę samą ilość, a tak zmieniony wyznacznik jednocześnie 
pomnożymy przez odwrotność tej ilości. 


Nie zmienimy wartości danego wyznacznika, jeśli zmienimy 


znaki wszystkich elementów jednego wiersza lub jednej kolumny 
na wprost przeciwne, zmieniając jednocześnie znak wyznacznika, 
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Np. (8 12, 5°, 69 


TEORYA WYZNACZNIKó W. 


TEL UE HR I AN Sp 
е t q: | и, =, +! 
ОГ PE "l р, 
h, KA IW JE: 4 BŁ 
1, 4, =í, 1109 |—1, 1; 
| | 
qucd id | 1, =, 
A, н, +, H| | (d HE 
"BYR. un aW TU 
Eu. d 1 
5” 38 4000 
46, 1515 , 90, —30 
DIC МАШ. 5 
1 19*' 9 6 
A gg d 2% 
91 : 
6, ,ج‎ —% 
91 
1 15 4 1 +3, SMS —6, 
=1х—15х6х— 
1 
Л, — 5) —3, 
di 30 8 


(1) Przestawiamy wzajemnie kolumny 4-а i 3-а. 
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6, +3, + | > 


y! 
=; . -X 3 
A du A 
|, 8-9, 
(S 12, 9°) 
| 0; £ 
074. 4.047] | 
, | | 3. 0, 
1, 0, 22, у p 
|=yz.zz.zwu 
1, 2, 0, z3| X. M 
| zr u 
2 2 
5 У b, < > 0 A y 
zy 2° 
0, т, 
ze ob E unm me 
хуз" 2 y ży, z 
2, y 
ZADANIE. — Objaśnić, dla czego : 
1°) (8 9, 9°, 10*) 
0, —a, b 0, a, 
—а, 0, —|=la, 0, 
b, —, 0 botte 


„3, +3, 44, 


-I 
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2°) 
С я а? а, бе, 1 
л: 5 01 |0, са, 41; 
4; é, с? C. ab, 1 
39) 
4. a, a аз 


$ 36. 


Jeśli najmniejsza spólna wielokrotna elementów jednego 
rzędu wyznacznika 


Qi Q4, + + - yn 


апаз Gn, + + + n,n! 


np. elementów pierwszego wiersza jest w, a dopełniające 
dzielniki ilości w nazwiemy 
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i przez nie pomnożymy odpowiednie kolumny, to ($ 35) 


| w, е е ЧЙ 
р 1 [а 40, 02,308, . . . ‚@з nn 
EU On © Ww O TIENT ING L^ xw 2 $ 3 
an аф, nos, . . 1 sån nón 
i jeszcze 
dy i, 045,2) 504,0 ls lala ux 31 
[аз i» dą FII RE n w (12,491, 02,202, ALE nôn 
D == = = 
0402...0n 
аду (2, s nun An, 1: ап,здзу + . адда 


4 
Wyznacznik można zawsze wyrazić za pomocą innego wyznacz- 
nika, w którym wszystkie elementy pewnego wiersza lub kolumny 
sa równe jedności (*). 


Np. ($ 12, 9°, $35) 


10-4 VAE 0, 1, l: 1 |°) 
т, 0, z, y туз 2, 0, ж; zy? 
ly; 3, 0,02 T l.yz zz.zg ly, y, 0, азу Ë 
nog £5 052. dx 0 


(1) Dosron : Éléments de lu théorie des Determinants, avec appli- 
cation... (Paryż, 1877), str. 20. 


(2) (0: "c GŁ 4 


1 [4 0, 2, у 
= — 1.00.2 | 5 
"us Ido * wał: «40,43 


HT. 1 dw 
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ZADANIE. — Objaśnić dla czego 


Мм, р, wo pi Мзузу, — uvseyus A, pavevs 


às, pa, Эз, p2 1 v1) 273945 I234, LA vipavavi 
s угуз? 
2 
Эз, з, Эз, рз ы к, A vavalava, ¥172134, 1; 7172034 


lavavala, Viva Û, vivavata 


m 4, Yi» pi 


Jeśli jest choć jeden element wyznacznika równy zeru, to, 
na zasadzie powyższej własności, mamy naprzód 


0,45 Gia, + + + ak o °° Mn 
PAW ALPA О 2857 2 Т 


M аза, 03,3, + + «° 3k, + + 03 д 


апа, dna: + + + nk, + + + nm 
01,81 +. « y(l4 k, » » » (Mati | 
ELS AVA | 
w - 
3 05,19, $e P 5 » »03,n9n 


И TRENT V 


"ew ГӨР, esie Vs EA © 0 


апад « + + Әп, s + ate na 
Nazywając następnie najmniejszą spólną wielokrotną ilości 


а, к, U3,k ° + + „n,k 


przez v i oznaczając 
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mnożąc zaś nadto w wyznaczniku po prawej elementy pierw- 
szego wiersza przez dı, trzeciego przez dy,..., ostatniego 


przez dn, otrzymamy znów 


104,484, · « 50135 - 


+ 04, nn | 


4 


s ,13 nôn 


Wie» v.a, EET бге оо аен 


fty 494, ... »Ün,k » . 


+2 дпп 


ШЕШ eol, <... nnd 
4,...,0,... 4 
v 
S PE R ETA Gad... . sA, + заз nŻndz 


an, 49405, ... 


Zatem 


(i. + + + U ky ç + 
Usa, о 
р ЖЖ 205 5005, %:: 
Паду + + + Ono * + + 

|a; 4314, . 

1 


w 


$1... E+ ie Ча. „dz 


tty avus .. 


аз,12113, ... 


. , n 9nd 


« „din 
»2,n 
* зп 
»Ün,n 
.. sb» ... +04 nnd) 
КЕТИБ 


31; ... „03 nóndą. 


è s; ... 0n nŻndn 
8 
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Jeśli w wyznaczniku jest jeden element równy zeru, to wy- 
znacznik może być wyrażony przez inny wyznacznik, w którym 
wszystkie elementy wiersza i kolumny, zawierających ów element, 
sa Jednosciami (1). 


Naprzyklad 
1 CEA 14 
24" 8° 3 36: 
3, 6, 0, 4 
3 5 š 11 
D aM ^? 12 
5 5 
Bo ov- 9 
14, 15, 1 11 
12 I MD D E 


TREN i. g ul 


ZADANIE. Objaśnić, dla czego 
0, А, C1, dı 


аз, bą, C3, d, 


ai, bs, Ch, d, 
Beo 1, I 


1 ds asa,b,c d,, azaybyczdy, azaybycydą 


as0,Q b e d, 4; asa, be d,, azaybyczdy, asa,b,e d, 
13 a503b,C,d,, азазбус,а,, (3030 ,C,d , 


(1) DosTOR, l. c., str. 46. 
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$ 37. 


Dla obliczenia danego wyznacznika znamy dotąd dwie 
drogi postępowania. 


Według jednej, należy rozwinąć wyznacznik, to jest wypi- 
sać wszystkie jego wyrazy ($$ 9 — 12), obliczyć oddzielne wy- 
razy i uskutecznić możliwe redukcye. 


Według dragiej, należy dany wyznacznik rozłożyć według 
elementów jednego z jego rzędów ($ 25), a każdy z wchodzą- 
cych w ten rozkład wyznaczników (już o jedność niższego sto- 
pnia) znów w ten sam sposób rozłożyć według elementów 
jednego z jego rzędów, i t. d., dopóki nie dojdziemy do wy- 
znaczników drugiego stopnia, które już łatwo obliczyć (*), co 
uskuteczniwszy, należy jeszcze wykonać możliwe redukcye. 
Baczyć tu jednak na to należy, że, jeżeli, rozłożywszy dany 
wyznacznik według elementów pewnego rzędu, zechcemy 
znowu otrzymane w ten sposób wyznaczniki o jedność niższego 
stopnia rozkładać według elementów pewnego ich rzędu, to 
przy wyznaczaniu znaków (S 25) wypada się kierować nowemi 
liczbami porządkowemi wiersza i kolumny zawierających ele- 
ment, którego ilość dołączoną chcemy wypisać. Można sobie 
w tym razie rzecz ułatwiać, za każdym razem, kiedy otrzymu- 
jemy wyznaczniki niższego stopnia, przez wypisanie typowego 


(1) Można tu, przed przystąpieniem do rozkładu tak danego wyznacz- 
nika, jak i wyznaczników kolejno otrzymanych, tak je przeksztalcić, aby 
wszystkie elementy pewnego rzędu były jednościami ($ 36), i następnie 
rozkladać każdy z tych wyznaczników według elementów tego rzędu jed- 
ności. 
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wyznacznika z nowemi wskaźnikami, które posłużą do wyzna - 
czenia owych znaków (*). Np. ($ 12, 10°) 

0, z, — у, Z 


— г, 0, c, b ict 


bb —a, 0 

— 5, --b, —a, 0 
X,—4, 3% | d, —9, 5] 
docu. w 4 il caes 0, ce, bl. 
—0, —a, 0 | 0, a 


Każdy z tych wyznaczników trzeciego stopnia rozłóżmy znów 
według np. elementów trzeciego wiersza, wyznaczając znaki 
stosownie do summy wskaźników odpowiednich elementów 
tzeciego wiersza wyznacznika ad hoc (2) 


bias b, 2, баз 


Ж, bass без). 
Û34, бз з, by 3 


(1) Niewłaściwie GUENTHER (l. €., drugie wydanie str. 44) przypisuje so- 
bie pierwsze metodyczne przedstawienie tego sposobu, gdyż takowy nale- 
życie już roztrząsa SPOTTISWOODE (l. €., CRELLE Journal, str. 219). 

(3) Dosroa (1. c., str. 27) podaje praktyczną wskazówkę wyznaczania 
znaku, z jakim należy wziąć wyznacznik niższego stopnia. Jeśli, rozkłada- 
jac wyznacznik 


heemy określić znak, jakim w tym rozkładzie należy wzięć wyznacznik 
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Będzie więc 
| 0, c—=y, z 


b 


—@, 0, e, b 3+ —y, Z w, zl 
=+0.(—1) .—b + 0.(—1) .—a 
i 1 — c, 0, a 0, a —c, a 
рее б 0 
3+1 T z 3+2 2 
+Yy.(—1) .—b +y-(—1) .—а 


- 


3+1 ]- ~ 


3-3 v, —y 
+z.(—1; di : +z.(—1) .+a 
с, 


0, e 
= — bx/—ay)+ax(ax + cz) — by(— by — cz) 

+ ay(be) — ez(— by — cz) + az(cz) 
= (ax + by ez). 


Tak jeden, jak i drugi z tych sposobów obliczania wyznacz- 
nika jest wogóle długi i zmudny, osobliwie, w razie wyższego 
stopnia danego wyznacznika. 


$ 38, 


Niekiedy dostrzedz się daje możność wyrażenia wvznacz- 
nika, jako summy kilku wyznaczników (5 28), częścią łatwo 


o jedność niższego stopnia, przez który wypadnie pomnożyć element np. p 
(a więc wyznacznika, który powstanie z powyższego, przez opuszczenie 
wiersza i kolumny, zawierających element p), to, zaczynając od pierw- 
szego głównego elementu, schodzimy w pierwszej kolumnie aż do wier- 
sza, zawierającego element p, mówiąc: +-a, — 0, 4l, a następnie po- 
suwamy się dalej w tym wierszu aż do elementu p, mówiąc w dalszym 
ciągu : (+0), — m, 4- n, — p. A więc ów wyznacznik należy poprze- 
dzić znakiem —. Podobnież wyznaczymy, że wyznacznik, przez który wy- 
padnie pomnożyć element np. j, będzie miał znak +a, — 9, + h, —i, 
+j, a więc +. 
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obliczyć się dających, lub już obliczonych poprzednio, częścią 
równych zeru. 


Np. Jeśliśmy znaleźli (S 12, 11°; $ 9, 8°) 
0 2 ЭУ, 
| NE Or CED 
|-2, 0. 415 
| = (ax — by + cz}; |—a, 0, c|=0, 
—y,—e 0, а 
—b, —c, 0 
ае — b, —a, 0 


a chcemy obliczyć wyznacznik ($ 12, 12°) 


2; DE x с 


to, stosujac kolejno rozkład па summe wyznaczników, mieć 
będziemy м 
0+2, a40, 0+0, c+0 


pO GE SK a SEQ 


E sz, 440, е 
—‹40, —e+0, —/+0, 0+z 
0, a, КИДЕ], 0, а, " 0 
Wj NA. Se SN КУНГЕ r! 
Кычы е, r НР РОТ: © 
—e, —, —f, 0 —, —e وس‎ T 
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0, a, 0, c+0 0, 0, b40, ¿+O 
—a, 0, 0, ео —a, x, 4+0, e40 
—, —d, z, [+0 —, 0, 0--c, f+0 


—0, =, 0, 0--z 65 0, —f4-0, 


©, a0, 540, со 
0, 0+2, 4-0, 04е 
0, —d40, Oz, Р 
0, —e-+0, —f4-0, 04-2 


0, а, 
D = (af — be +- ced} + 2 | — a, 0, 
—h, —d, 

ДИ. e б wea; 

+z —a, 0, e|--z|—a, 0, 
— e, —e, 0 —€, — e, 

EON „33 % d 

+ z|— b, 0, fit 2| — 5, z, 

—e, —f, 0 —, 0, 

0: 1357 940. 0; чо; 
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0, 0, e 0, d, 0! T. d, e| 
tafa, x |а m fel = Д 
as Twp ep. z Sk. No % 
0, a| 
D = (af — be + ed? +040 +r г |+ 
— а, 0 
с ME 
+022 МР [eos 
PAC; 0 —b, 0 
—d, zx —d, f E» 
uL N +z. —d +a.» ; 
—e, —f w— T —f a 


D) = (af — be + cd)? + 22. a? -- a2. E + x, + ex. (df --ez) — 
—da.(— dz + ef) -- a*.(a + Р) = 
(af —he + cd? (a2 + c2 + d* -- e-- rta? - a*. 
Podobnież ($ 9, 15°, $ 20) 
1, 1, 1 MATEO, 123-0 


11,4 Fas, 4 + 1, t+a, 140 |= 
4: 1, 1 +0; 4 14-0, 1+ аз 
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Ж 0, °| 
ZAJMA fla. 0 220 4-0 +04 1.24. a; azas. 
|1, 0, | 
($ 9, 16°) | 
1Ha, ДЕ 1 1, 1, 1 
1, 44а, 1 |[—|4. 1+a, 1|+ 
5. Ts 1+m 4, 4; 1 + ay 
m, T. 1 
OE LEGI 
0 5150, EBK 
1; 1 1s 0 (lą, 4 
= d. (1a а, +a +a, 
4, 4 1, аз 05 4 
аз, 0 
T 0 = ds dı + a, аз + a, 04 ааз = 
, аз 


=a, af! tL ++ z) 


ZADANIA.— Objaśnić, dla czego wogóle 
1°) 


4. 1 ° 1-Еаз, е ее 1 = аз13... Un. 


evor or e SI oS о sa 
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=l; ааз... Gy(1--047! ag" t. . . -]- a5 7). 


$ 39. 


Metodyczniejszy sposób obliczania wyznacznika polega na 
kolejnem jego upraszczaniu, przez wyrażenie za pomocą 
wyznacznika o jedność niższego stopnia, co może być osią- 
gnięte za pomocą takiego przekształcenia wyznacznika ($ 31), 
któreby sprawiło, że wszystkie, prócz jednego, elementy 
pewnego wiersza lub kolumny beda równe zeru ($ 33). 


W tym celu możemy naprzód wyznacznik wyrazić w postaci 
takiej, aby wszystkie elementy jednego wiersza (lub kolumny) 
były jednościami ($ 36), a następnie elementy jednej kolumny 
(jednego wiersza) odejmować od odpowiednich elementów 
wszystkich pozostałych kolumn (wierszy) ($ 31). 


W $ 36 znaleźliśmy 
0445 Q2, + + > Q4,n 
аза, 033,7 + + 3 2, n 
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b. 153.5 

X w аз 404, 03,309, . - - , 
RO а 3 


ап 491, Qn.202; « + - , 


— $39. 193 


a jeśli w wyznaczniku po prawej wszystkie elementy np. pierw- 
szej kolumny odejmować będziemy kolejno od odpowiednich 
elementów drugiej, trzeciej,..., ostatniej kolumny, to wartość 


wyznacznika się nie zmieni ($ 31) i 
йа, U Us- + ° hn 


054, dag, @зз,.. + „dan 


Lama dna. @пз,. : ‘° Anm 


f; о; 0 А 


w |2.11, 02,304— adi, аз, задұ—аә,481,... 


CU 


Anais ûn 22— n 491, An,383— an 481. 


.., ln n9n— (p 491 


Ostatni wyznacznik sprowadza się do 1, pomnozonej przez 
wyznacznik zeń powstały przez opuszczenie w systemacie jego 


elementów pierwszego wiersza i pierwszej 
Jest więc 
аа, 6012, 013; . + - lm 


UA, 622, (93, . . + dan 


| Cas n2, @пз,. + + snn 
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азд — 02 484, 09,303 — 02,494, ۰۰ + «апда — 03,491 
w 


102...0n 3 à Я 2 Pct . . ` . ` EE . ` BE 


ап ,282—0n 434, 05,303— n 404. . - + , Un, nòn — 15,19, 


Wyraziliśmy dany wyznacznik n-ego stopnia przez wyznacznik 
stopnia (n— 1)-ego. Postępując podobnie z ostatnim wyznacz- 
nikiem wyrazilibyśmy go przez wyznacznik stopnia n — 2, it.d., 
dopókibyśmy nie doszli do wyznacznika stopnia drugiego. 


Np. 
| Wy NM 5. dp cd Due 
8, 2, 2|z:;|—8, —4, —4 =; —, — 1, —1 
е EA: 9, —8, 10 B" d 8 
"l 1, |--: 
2110, —8 


($ 12, 19) 
9, 18, 17, 4 13, 49, 47, 4] 
18, 98, 33, 8| | 6, 98, 33, 8 
130, 40, 54, 13) o, 40, 54, 13 
|24, зт, 46, U| | 8, 37, 46, И 


1, 520, 680. 160 0, 40, 32, 4 

‚ |4, 560, 660, 160) 4. [0 

‚ 480, 648, 156| — 200 |1, 480, 648, 495 
|1. 555, 690, 165 0, 75 42, 9 
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[40, 33 4| | 2,8, 1 18, 72. 1| 
1 | І 1 
=— 19, 4|=q : = — | 36, 2 = 
760 |80, 12, 4|=„| 4 3 1|== 45/36, 21, 1|= 
15, 49, 9 15, 42, 9 15, 42, 1 
—18, 45, 0 
1 1 |—18, 45| |6, 3 
= 15) 36, 97, |=- g = =— 5. 
А 91-24, 15| |7, 4 


—4, 15, 0 


($ 12, 9°, $$ 35, 36) 


0, 1, У, 2 0, 45 1, 1 | 
“, 0, z, y 4 Z; 0, єй, zy? 
У, 2, 0, 1 у: Y, у, 0, а?у w 
~, y, т, 0 z, J, 234, 0 
| 0, 0, 1; 0 
4 |” وو‎ zs, ) س‎ 
iig ys yz, 0, ay 3 
12, (02—2?)2, v چ‎ 
SU wz”, (y Aa | 1 U —, Jj 2—3? 
1 N Ф | 
= m = л а 
` | (у%#—4%), کن‎ 1, yła, а? 
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0, 27, у2—12—2? 
£23 3 y3 T 
š E : 23, ةو‎ 
= z” £ ==— = 
, , 
,وور‎ 2 
10, 02—22—2?°, — 221° 


== — [zz — (22 — y? — z3]. 


š 40. 


Według tej samej w zasadzie metody, można jednak poste- 
pować inaczej, starając się bezpośrednio (bez tworzenia wy- 
znacznika z rzędem jedności) każdy wyznacznik wyrazić w takiej 
postaci, aby wszystkie, prócz jednego, elementy rzędu stały się 
zerami. 


Jeśli mamy wyznacznik 
0,5, 04,35 Gi, ° + + „Un 
азд, 09,2, 02,35 ۰ ۰ + „Tan 
аһы, Üpn,3; dns, * + уйп 
to do wszystkich elementów np. drugiej kolumny mozeiny 
dodać odpowiednie elementy pierwszej, pomnożone przez 
Zar a wyznacznik sie nie zmieni (S31). Dodając również 
do wszystkich elementów trzeciej kolumny odpowiednie ele- 
menty pierwszej, pomnożone przez — aż, do wszystkich 
11 
czwartej koluiuny odpowiednie pierwszej, pomnożone przez 
0,4 


S. it. d., nakoniec, do wszystkich elementów ostatniej 
1,1 
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kolumny odpowiednie elementy pierwszej, pomnożone przez 


a s LT wa - = > 
— 27, nie zmieniamy wartości wyznacznika; jest więc : 
4,4 
43 “1,3 94, 
Q,45; 042 — — 04,4, 04,3 — — 04,5...)44,4 — = Ga 
14 lia 44,1 
Q4 2 Q4,3 апп 
D= аза, 02,2 — — @за, dą 3 ¬ — liln — — 024 
= 4, ад 04,4 , 
бэ Q4,3 ly 
алпа, An2 — dn,» n3 — — na" nn. 7 — Gn, 
04,4 1,1 1,1 
ezyli 
Gi, 6 , 0 40209 0 ! 
0,,10»2—40,,:30»,4 — 04,102,3—01,30?,.1 аай» 5— 1,0, 
D= 1,1 1,1 A f 


X Ж H "A EU m _ ży Oê TE . . 679 аи . 


0,405, dı An, 04,405,3—01,300,1 а 400, 5— 04, nn i 
ŻE ااا لا‎ ..., — an 
ад ад ад 


ац, 


`N 


albo ($ 29) 


Gi, 0 $ 0 "mm 0 


p= 1 јаз, il 20,224, Aj йэ,у—@\„3@з,»-»+,@АЧз,и—@,айза |- 


e mé H . 9 € Та . 479 H . . ` ` . 


An Gy du "dy An q, 01,102,3 —G( sûn, 13222504 100,17 лап 


Dla krótkości, wchodzące tu wyrażenia wyznacznikowe 
(д, Ay z 
04 10 „ — а, 0.1 — 
ака, Op 


możemy (š 15) tak oznaczać : 


(24,405). 


http://rcin.org.pl 


128 TEORYA »WYZNACZNIKÓW. 
Ostatnie wyrażenie wyznacznika D da się jeszcze tak przed- 
stawić ($ 33): 


(044022), (04403,3), + + + „(dy yda,n) 


Es iud Ç 
ате = M 4 3, 2 „5 


(анаңа), (0140,35) + + + залаа) 
ostatecznie więc, możemy zawsze dany wyznacznik stopnia n-ego 


wyrazić wprost przez wyznacznik stopnia (п — 1)-ego według 
wzoru (*) 


аа, Сә, (4,3 » + * 1 5 а, | 


031, dag, dag; + + + » dan 


айпа,  Ünàa3»s изә + + ‘°, Оп | 


(a 102,2), (41,4033), . + + (01 ааз) 
1 


a, n—3 


— ` . . . ` . . . . 


(айпа), — (01402), + + + (04, 1Qn.n) 


Stosując go następnie do wyznacznika po prawej, otrzymamy 
wyznacznik stopnia (n — 2)-ego it. d., dopóki nie dojdziemy 
do wyznacznika stopnia drugiego. Np. 


- уйна): CZE d 
cR UL 
бы. 55; a 


PT WEE 


(1) BELLAVITIS, l. €., Š 98. 
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5.(—2)—1.1, 5.1—-(—3).4 ,5.0—2.4 


» 54—1.6 , 5.(—5)- (—3).6, 5.(—1)-2.6 |= 


5(—1)—14, 5.(—1)—(—3).4,5.6-2.4 


129 


—1l. 3, — 2 

1 z Е 
== 14, —7, — 1 {= 

— 9, T. 22 


| 1 | —11).(—1)—8.14, (—11).(-17)— (—2).14| 


Po 711. 45.7—8.—9) , (—1.22—(-2)—9 | - 
—125, 7 13 
5,11 y 0; —200 | ж | , = 


($ 12, 10%; $375 12, 169) 


10 4. — 3 = а, 0 
4.3 | 

=$, O ua Hb. Cz ОХЕ | 

|=(— l | = 

у, =е, 0, а| a. 0, y 
| 
| 

—z, —b, —a, 0| 10, —-4, —b, —z 


|= 2, — be , у + ez 
уу = aga cz, Qy |= 


— 3, — bz 


s 185508 
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1 | e eve by, — axy— by? — суг 


R 0 $ acz + буз cz? 5 
=(az +- cz + by)(az + by -+ ez)—(ax + by + ez). 
ZADANIE. —- Objaśnić dla czego 


йл, 04,2 5 * * * » ау | 


апа, ns > : + + > (lan 
(444023), (0425023) ; * : : » (аа ,n_ 142 n) 


1 (айза), (а,заз,з) › + + + > (Cin-4G3,n) 
7704,204,3: +04 n—4 ? 


(аа 1dn з), (04303) 5 + + * 5 (а, п—11п,п) 
która to formula (*) może także służyć dla obliczenia wyznacz- 
піка. 

$ 4. 
Jeśli w systemacie elementów danego wyznacznika elementy 
pewnego rzędu tworzą postęp iloczynowy, np, 
qi s 42 > G3 peres m 
| 


р аду dit @-1з3, * * + » Cia 


апа > Әһә › Ung ۱۰۰ + Onm | 


—————— TÇ 


(1) BALTZER (1. c., w czwartem wydaniu str. 19). 
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to odejmując od elementu każdej, jak tutaj, kolumny odpo- 
wiedni element kolumny poprzedzającej, pomnozony przez g, 
mieć będziemy 


йд , 01,53—60314. > Qq4,3—4042 2:: +04, n—4004,n—1 


li—1,1» 0i—153—404—4,1, 0i—1,3—60i—1 29 50i 1 n—QdG LĄ па 


D = 
Шоу 0 , 0 Pasa 0 


| 
|€n „@пә—@@һ\ > an3 — (00,2 its nua (Ou, ni 


¿yli (5) 


Gii э "Ope uy (h$ э.» OA 

(Qi i U42 Qi-43 » + * * » din 
I —1 — 
1, 4 ; g AAC ANAT н = 


аддз (iria Cie » ° ° + > бн 


Qni > dna › dnd s» + + у Una 


[a s "Qt , 0, 3— (a2 yess напа 
е Z есж a TOI UE TA NS 


1) ią Ai 1,2— (limi, @—1,3—@@—1,35» ++ (Ti — 1, (i 4, —1 


Ii + 4,15 Ci + 1, 2— {Ci + 4,15 Gi + 1,3— 0i + 1,2: 5i 4 1 nw 60i 4 1, n—1 


э еа (КӨ voce VV. ее 8. 9:6 „а uto т убол Шә осо ТӨ w 


dni 3 Angan, › An, 3—4] an, sind Qni 


(1) JAcoBi. Ueber die Darstellung einer Reihe gegebener Werthe durch 
pine gebrochene rationale Function. (CRELLE Journal, t. XXX, str. 129). 


^ 
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Np. 
2, 5, —2, 4 2, 4, —2, 4 | 
= | 
8, 2, 6, — 8, 5, б, r 
=5 
75 m I ut 
6, p —1, 1 5 6, 4" —1, 1 2 
3, 8" PE X 3, 3” д, 4) 
To Че —8 1, —71, cm 


4, 14 
=l 
1, 


- — 580. 


ә 
Jeśliby w systemacie elementów wyznacznika 


LA EROR „A 
===. yu 

ЧА y * * 2 dja 
elementy wszystkich, prócz jednego, wierszy, lub wszystkich, 
prócz jednej, kolumn, były związane tąż samą zależnością 
jednorodną i liniową względem elementów, np. gdyby miały 
miejsce związki 


21094 БЕ 2۵2,2 +. „+ ий» п — 0, 
21034 -- 2/39 +. + 2103, = 0, 


fina ir 230i э + «uda i =) 
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przy stałych wartościach dla ilości 


8); 3: у ае ДД 


to (š 31) 


I - - ' 
| 23 zn 
ma +7 ma 4...4 aas Us a> + + + 3 an| 
| Zi КП | 
| | 
Z3 Zn |, 
p =" T 033 Vespa d2n, 09,9, бәз , + + + s бэт|, 
| | 


| 
. . . . . . . . . . . ` . . . . 


а, i +2 = Д ec В Anm Ana бл, + + + s Onm 
Lecz z założenia wypada, ze 
m ae metat # 5а * an=, 
dla wszystkich wartości 2, 3,. „уп liczby A; jest zatem w na- 


szym przypadku (') 


ТЕТ 


© 

` 
` 

> 


йаа, аэ 


Ant» An,2 9. EY E Qn,n 


зә > + + + > lan 


2 
= FUMUS. aP UMP EIE = ai) re BE POP А А 
zi 1 ЕД ; 
An, y ° ° » 5 0ч 


(1) BFLLAVITIS, 1, c., $ 17. 
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Np 
[uU M "405 
ZB Мол. Бо. 
|1, 49, 105, 5 | 
4-4 “ы. 
Be T B 
20 ы = 6 1 KN 
=+ کے‎ 9E z3.124- پگ‎ 1) „ 105, 5= 
"Mr": 
Т: 402] 14, 91 
= — 1(5+ qo) t 2 = 7 == 539. 
Ó ^ 3 4 4 4; 4 


Wogóle, w miarę zdarzających się szczególnych przypadków, 
można odpowiednie dobierać sposoby dla obliczenia wy- 
znacznika ('). 


$ 42. 


Gdy wypada obliczyć wyznacznik z liczebnemi elementami, 
to zwykle, gdyby zachodziły liczby ułamkowe, wyrażamy na- 
przód dany wyznacznik przez inny o elementach całkowitych 
(88 29, 35). Następnie zaś do elementów wierszy lub kolumn 
dodajemy elementy jednego lub kilku rzędów równoległych, 
pomnożone przez tak dobrane liczby ($ 31), aby wszystkie, 


(1) Np. porównaj $ 20. 
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prócz jednego, elementy jakiegoś rzędu stały się równemi 
zeru (Š 33). 


Nie może być mowy o żadnej regule ogólnej dla najkrótszego 
lu postępowania : zależnie od liczb, będących elementami wy- 


znacznika, postępować potrzeba w jednym szczególnym przy- 
padku inaczej, niż w drugim. 


Np. (š 41) 


ә 
5$, ^4, TH |42, 15, 12, 32] |6, 15, 12, 32 
. | | 
8, 9, 15, ) Д 8, 9, 15, 5 1 4, 9, 45; 5 
|= =l = 
| 644 24 4 3 
7, 12, 105, ią 24, M, 10] 97, 24, 21, 10 
4, 4, 4, 7 9; 4, 4, 1 
4, 4, 4, 


6—(4+2) , 15—(94-4) , 12—15+4) , 32—(54-7) 


12.2 — ,9—2.4 , 15-24 E7 
(+3.2), 3—(9+5.4), 2 (15--5.4), to (54-57) E 
2 ^ 4 : д ' 1 


2, —1, W 
MAE di 
£t 11 EL 1, 1, —9 бы 
ES 0. 9 0 „ЭЖИ; 3 p 
‚ Iy , g 11 
2 9 0, -5 
3% CUM 
2, —7, 90 2+1, —1--7, 20 —9 
1 ç 1 
=—s| 4, —9|=—4| 1, 1, =$g|= 
18, 0, —11 18, 0, —11 
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13,0, 1 
í 113, 4 , 
=--а| 1,7, = Дас =; Til =—+-539 
2 RA Jig, —U lo, — 
18, 0, 1 


12, 1°; $ 39) 

|9, 13, 47, 4j | 9—9. 4, 41358. 4, 11—4.4, 4) 
18, 28, 33, 8 18—2. 8, 28—3. 8. 381. 8, 8 
130, 40, 54, 43 ыу 40—3.13, 54—4.13, 43| 


| 
24, 37, 46, 11| 424—211, 37—3.11, 46—4.11, 11 


i 


M, 1-4, 0—4, 4—(1--44-2.1) 
2, 1—2, 1—9, 8—(2-4-2.1) 

i, 1, 2, a 4, 1—4, 2—4, 13—(44-12-2.2)| _ 
2,4, 2, 11| 2, 4—2, 2—2, 11—(2-L4-12.3) 


L-9 54 
EDEN 
SA =, 0, 1 
ч 0 E 2, —1, 0 
ye. SEO, SEMI=|-I$ SS 0|= 
2 , dz SN 9 0,1 
2, —i 
= — = — 15. 
M, ә 


Niekiedy można w ten sposób otrzymać wyznacznik, w którym 
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wszystkie elementy z jednej strony przekątnej są zerami, a tem 
samem bezpośrednio obliczyć się dający. 


Np. $ 19, 5°) 
ad A. pope) AHA, A] 
| DĄ; APO ESEE, SEO EET, | 
WEZ я-а кызлы CEES 
е KSH TERMES) E A 


M, 2, 2, 1 


Np., jeżeli oznaczymy, jak poprzednio (š 16), 


n(n — 1)...(n — m + 1) i. (М) 


1, 2...m m 
i chcemy obliczyć wyznacznik (s 25 1)-ego stopnia 


li, rm" Mg ZAŁ ЛЕ па сар 


| r--s--1 r--s+2 xi I 
m ( | ) ^ { ERE : ) | 
T. ТЖ | (АО у “Ó, b. | 


to, zważając, że wogóle 


DD. 
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zkad 

n а A 

m) т —|m—1) 
przed odjęcie od elementów każdego wiersza wyznacznika D 
elementów odpowiednich wiersza poprzedzającego, otrzymamy 


Е ed 
| 
| 


D=| > "ę FU И ыда 


3—1 
i А j > | In : ў | و‎ 


8—1 


Odejmujac następnie od elementów trzeciego i dalszych wierszy 
odpowiednie elementy wiersza poprzedzającego (każdy), a w tak 
otrzymanym wyznaczniku od elementów czwartego i dalszych 
wierszy elementy wiersza poprzedzającego i t. d., dojdziemy 
nakoniec do wyznacznika, w którym wszystkie elementy głównej 
przekątnej są jednościami, wszystkie zaś elementy z jednej jej 
strony są zerami. Jest więc ($ 33), przy jakichkolwiek wartoś- 
ciach liczb całkowitych z i s, zawsze (!) 


D 
Gdy w danym do obliczenia wyznaczniku jest wiele zer, to 


należy tak poprzestawiać wiersze i kolumny ($$ 19, 24), aby 
zera znalazły się o ile możności z jednej strony przekątnej : 


(Ü) BALTZER, |. c., czwarte wydanie str. 22, 
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wtedy może dany wyznacznik bezpośrednio zredukuje się do 
wyznacznika stopnia niższego ($ 33). Np. 


| 0500 B5 4000 
L 6,8,2,4| [8, 6; 1 


5, 40600 © 
=, —9, 1, 0, JEZU |= 10 
6, 1| 
9, 0 IR 
ЖЧ у. 


ZADANIE. — Objaśnić, dla czego wartość wyznacznika (*) 


hu Aes d. TN KO en 


EE 
> 
Э 
ES 
2 
= 
> 
соо OS 


WG” Wa, SEE 


(!) HERMITE, Sur une question relative à la théorie des nombres. 
(LIOUVILLE Journal, t. XIV, str. 25). 
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jest 


n—1 
5 = 1) (а,б-}-+ 0355 +... + anbn)bzbz. . ais 


(Mnożąc elementy pierwszego wiersza przez b,, drugiego 
przez bą,..., ostatniego przez b, i następnie dodając do każdego 
wiersza wszystkie wiersze po nim następujące, otrzymamy 
wyznacznik, sprowadzający się do wyrazu, utworzonego przez 
elementy głównej przekątnej, tak, że 
n= 
bybąbą. „Въ. =) 1) (а,Ь, + ash; +... 
+ ап). Врз Вард... оиди» 


zkad owa wartość wyznacznika $). 
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$ 43. 


Niechaj będą dwa systematy mn elementów (š 4) : jeden 


Фа, Дра, + 5 4,04 


аза, O22, + + + san; 


Qh, Cm2 * + + Amn) 
drugi 
К , бз, sae» dyw 


lici. "NECK 12 


bna Una; sx que mm 
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oraz wyznacznik systematu m elementów 


Cits C2, + + » Cims 
Сәду Ca2; + + + >Ca,my 
KPR" watów BS s (3) 
Cms Cm + + + sCm,ms 


=E E сүү ээ... Cm,m> 


tak związanych z elementami systematów (1) i (2), że w sysle- 
macie elementów (3) jakikolwiek element cix jest summa ilo- 
czynów odpowiednich elementów i-ego wiersza systematu (1) 
i k-ego wiersza systematu (2), t. j. 


Ci k = Q sbk a БЕ ai bę» +. + li ibni +. e dink ns (4) 
«czyli 


PS 
A=) олд» 
1 


gdzie z obejmuje n składników, otrzymanych przez kolejne 
nadawanie ilości A wartości 1, 2, . . . ‚п — 1, n. 


Postarajmy się, przy takiem założeniu, wyrazić wyznacznik 
X = 04,4023...C5,5 przez elementy systematów (1) i (2). 


Ze związku (4) wypada, że wyraz główny tego wyznacznika 
może być tak przedstawiony : 


+ C1 102,263,3. Cm in = 


yee 1;%.› 15.0 LER 
^ ER LY E 
== b а, zby z P da „бэ, x аз„з„... X Qm Dm 
" Y А z 


gizie, przy każdej z n wartości 1, 2,...,n liczby p, należy 
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liczbie » nadawać z n wartości 1, 2,...,»; przy każdej zaś 
ztych nn par wartości liczb- i v, należy liczbie p nadawać 
każdą z n wartości 1, 2,...,n, it. d. Jakikolwiek więcz п" 
wyrazów po prawej jest 


а, аз, Ша: m, Dm s Z 402.0 б, Dn. Dm, 


gdzie każda liczba p, >,...„т może mieć którakolwiek z war- 
tości 1, 2,...4. Możemy więc jeszcze główny wyraz wyznacz- 
nika D tak przedstawić : 


-]-c1,4€2,3€3,3-- Ci m = 


(i (2 y. + + < йт „б „бә „0з, +32 dmx; (5) 


D 
EL 


y Y» Qt 


gdzie każdy z m wskaźników g, >, g,....r otrzymuje każdą 
z п wartości 1, 2,...,n. 


Żeby z tego głównego wyrazu wyznacznika X = Cqy...Cm,m 
otrzymać wszystkie jego wyrazy, należy ($ 8) we wszelki moż- 
liwy sposób przestawić albo pierwsze tylko wskaźniki, albo 
też drugie tylko wskaźniki elementów wyrazu głównego, na- 
dając przylem wyrazom otrzymanym znaki odpowiednie. 
Przestawiajmy w wyrazie 


=+ €4,402,2€3,3* Cin in 
np. drugie wskazu М. 


Ze związku, jaki, według założenia, ma miejsce między ele- 
mentami systematów (3), (1) i (2), t. j. z zależności (4), wypada, 
że zmienić drugi wskaźnik elementu cix jest to samo, со 
zmienić pierwsze wskaźniki elementów by,...,bx,„, gdyż np. 


Ci = li abia + Gi bio -pH ап 
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Jeśli więc mamy po lewej stronie równości (5) wykonywać 
po kolei wszystkie możliwe przestawienia drugich wskaźników, 
to należy jednocześnie w każdym wyrazie summy po prawej 
wykonać też same przestawienia pierwszych wskaźników ilości b. 
Nadto, za każdą raza, kiedy przed iloczynem ilości c sta- 
wiamy znak -} lub —, tenże sam znak postawimy przed 
iloczynem ilości b. Jest więc 


- 
Э; E (y,10,3:-€n m= 


dr.ws. 


po (pon © SĘ b aba, 9) (0) 


p.Ws. 


W summie po prawej wyrażenie X => by Us йз... jest, 
według powyższego, summą iloczynów, powstałych z iloczynu 
bisous. przez zastąpienie układu pierwszych wskaz- 
ników, przez wszelkie ich układy, z poprzedzeniem takich 
iloczynów znakiem -- lub —, stosownie do tego, czy 
układ, mi^ zastąpi układ pierwszych wskaźników iloczynu 
bi bobus. do tej samej czy też do innej klassy nałeży, 
niz układ drugich wskaźników iloczynu cy yCa.2€3,3..:0m,m. Gdy 
jednak układ drugich wskaźników iloczynu — €02,63... Cin 
jest, jak widzimy, tym samym układem, co układ pierw eh 
wskaźników iloczynu Û, „ł,,03,,...5m,:, to możemy powiedzieć, 
że: w zachodzącej po prawej stronie równości (6) summie 
У = by бз „Б... z tworzymy oddzielne składniki, zastępując 
w składniku ЖАЛ NA PE układ pierwszych składników 
przez wszystkie możliwe ich układy i nadając każdemu takiemu 
jej składnikowi znak -4+ lub —, według tego, czy w nim 
układ pierwszych wskaźników do tej samej klassy należy, co 
układ pierwszych wskaźników składnika Û, „ba „йз. их, Czy też 
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do innej. Widzimy wiec (š 8), ze po prawej stronie równosci (6) 
każda summa X = by „b „b; ,...b„,. jest wyznacznikiem m-ego 
stopnia, 


by» by, E by E , (NE | 
lus Bo u i A | 
S =+ Dy „dą „by „by = |. (1) 
ad 
| б +29 Öm,» , Dm IS by, „| 


którego wyraz główny jest 
+ bi zda „Dz... bq z. 


Każdy taki wyznacznik У =4, „...b„, jest w równości (6) po- 
mnożony przez ilość 


Uy yła „3 411.0 ze 
Widzimy nadto ze związku (Û), ze, dla otrzymania wyznacznika 
X E Ci б» оёз,» Cmm; 
należy wziąć summę wyrażeń, powstających z wyrażenia 


EE 4 „alla „аз a us 2 == b, Dag gas dm s (8) 


przez nadanie każdej z m ilości р, у, »,...,r wszystkich n war- 
tości 1, 2,...,n. : 


Tak pojmowany związek (6) przedstawia nam wyrażenie 
wyznacznika systematu elementów (3) przez elementy syste- 
matów (1) i (2). 


Ze względu na liczby m i n należy, przy dalszem badaniu 


związku (6), rozróżnić trzy przypadki. 
10 
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Popierwsze : mn. Ponieważ w wyrażeniu (6) dla każdej 


z m liczb 
oi Уз Biest (9) 


mamy nadawać każdą z л tylko wartości 


MES 5. (10) 


р} 


to, w tym przypadku, dwie lub więcej z liczb (9) beda miały 
tę samą wartość, t. j. będzie w tym przypadku dwa lub więcej 
drugich wskaźników każdego wyznacznika (7) sobie równych, 
czyli w systemacie elementów każdego wyznacznika (7) dwie 
lub więcej kolumn będzie jednakowych, a tem samem każdy 
wyznacznik (7) jest zerem ($ 20). Wszystkie zatem składniki (8) 
po prawej stronie związku (6) są zerami, czyli wyznacznik 
systematu elementów (3) jest zerem. 
W przypadku więc, kiedy m > л, jest 


Z == (162,2 ..Cm m 0. 


Powtóre : m=n. Tu każdej z n liczb (9) mamy nadawać 
każdą z n wartości (10). Gdybyśmy liczbom (9) takie nadali 
wartości, że dwie lub więcej z nich byłyby sobie równe, to 
wtedy wyznacznik (7), a tem samem i odpowiedni składnik (8), 
miałby wartość zero. Możemy więc liczbom (9) przy tworzeniu 
składników (8) nadawać każdą razą tylko różne od siebie war- 
tości (10). Widzimy zatem, że przy każdej z » wartości (10) dla 
liczby p, możemy liczbie » dawać jedną z pozostałych n — 1 
wartości; obok zaś pewnych wartości liczb р i » możemy 
liczbie р nadawać każdą z pozostałych n-—2 wartości it. d. 
W summie zatem (6) składników takich jak (8), a różnych od 
zera, może być 1.2,3...n. 

Gdy liczbom (9) nadamy różne między sobą wartości (10), 
np., gdy 


u=p, v=g, р=т,... =, 
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tak, ze uklad 
D Q T; + st (11) 


jest jedną jakakolwiek przemianą liczb (10), to odpowiedni 
składnik (8) będzie 


-- а; уйэ 013. -An (Z 22 Dy pla bs „bn t. (8) 


Ponieważ jednak układ (11) jest pewnym układem liczb (10), 
to możemy w wyznaczniku £ = ły pbz is...) tak poprze- 
stawiać kolumny, aby otrzymać zeń wyznacznik SÆ% |» ».. 55, 
poprzedzony znakiem + lub —, według tego, czy układy 


риал - t Sp Ж 
do tej samej, czy do innej klassy należą ($ 24), t. j. 
I+ bip. Dua =(+ lub —)* zb Dyan 


Skutkiem tego, w wyrażeniu (6), zamiast każdego składnika (8') 
możemy wziąć . 


(+ lub —) pta, (3 а (Ë Æ Dy Аб» abs s... Dun. 
Takich składników w summie (6) będzie, jakeśmy widzieli, 
1.2...n. Wszystkie one będą miały spólny czynnik SE ,...by.n, 
tak, że zamiast związku (6) możemy napisać 
р =(z( + lub —)а påa,403,r:. апа) Æ б, бз абз assa. 
W tem wyrażeniu w summie 1.2.3...» wyrazów 
(+ lub =, pt2 ig e eG 
znajduje się, według po wyższego, wyra 


+ M 102,203,313 Anns 
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od którego pozostałe będa się tem różniły, że będą miały 
w innym porządku po sobie następujące drugie wskaźniki, t. j. 
układ drugich wskaźników tego wyrazu będą miały zastąpiony 
innym układem, i będa poprzedzone znakiem -- lub —, sto- 
sownie do tego, czy ich układ drugich wskaźników do tej 
samej, czytez do innej klassy należy, niż układ 1, 2, 3,...,п, 
t. j. układ drugich wskaźników elementów wyrazu -l-a, ,...25,5; 
Przedstawiają więc (3 8) te 1.2.3...» wyrazów 


(+ lub 0 t2, 13, r... n 
wyznacznik 
E = dy, 112,213, 3... n. 


Widzimy zatem, że w przypadku, kiedy m=n, ma miejsce 
związek 


E EC 102,2...Cn.n == ZEQy 1095...0пп X E E bi бәз... ne 
Potrzecie : m «n. Toi wtym przypadku m liczbom 
Bs ys BEF (9) 
w wyrażeniu (6) możemy nadawać tylko różne z pomiędzy n 
15 s ws 7 | (10) 


gdyż inaczej w składniku (8) czynnik, przedstawiony przez 
wyznacznik (7), byłby zerem. Takich rozmaitych grupowań 
z tych n wartości (10) po m różnych, będzie tyle ile jest 
wariacyj z n po m, t.j, 


n(n — 1)...(n=m + 1); 


tyle więc będzie w summie (6) składników takich, jak (8), 
a różnych od zera. 
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Takie nadawanie różnych wartości liczbom (9) możemy 

systematycznie uskutecznić w ten sposób. Naprzód utworzymy 
wszystkie kombinacye z n wartości (10) po m. Będzie ich 


y s D)...(n—m--1). 


mJ 1.2..m 


Każdą taką kombinacyę postawimy po prawej stronie związ- 
ku (6) zamiast liczb (9), a następnie w każdym ztąd powstałym 
składniku (8) wykonamy wszystkie 1.2...m przemian podsta- 
wionych wartości liczb (9). 

Utwórzmy więc naprzód wszystkie (я) kombinacyj z a war- 
tości (10) po m. Jedną z nich niech będzie układ 

f h ut 
Dając m liczbom (9) wartości np. 
bh WE GZK ZE 

mieć będziemy jeden składnik sammy (6) 


u L LI 
EE (I, (o уз, + + + ОзУ E [NND ... PR (8 д 


a tworząc następnie wszystkie 1.2...m przemian m ilości 
f. dis, z których jedną niech będzie przemiana 


fo fis би... my, 


otrzymamy 1.2...» takich składników. Wyznacznik każdego 
z tych składników, np. składnika 


+a 12,9, (sh lins E =: А , 


http://rcin.org.pl 


150 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 
mozemy podobnie, jak w przypadku poprzedzajaeym, wyrazié 
przez +- lub — wyznacznik X = b gba йз... Рт, tak, że 


— а, (,22,9,03,h, + . .Qm,s Ë == by f Pag Dn. E bm, s = 
= lub —)04,(,02,9,03,h,---m,s Ë == D, pha 5a a. Ds, 


gdzie należy wziąć znak + lub —, według tego, czy prze- 
miany : 
fo ТУЛКИ ЛАШ, fige s38 


do jednej, czy do różnych klass: należą. W summie 1.2...» 
takich składników wyznacznik X = by уб» у}... s będzie więc 
spólnym czynnikiem. Pozostałe zaś czynniki tych składników 
utworzą summe 1.2...m wyrazów 


(+ lub —) 0 f/12,g s + m s, , 


między któremi będzie -|-а, у23,џ23,л.::ат,з. Odeń inne wyrazy 
będą się tem różniły, że drugie wskaźniki ich elementów będą 
różnemi przemianami m liczb f, g, h,...,s i, jak widzieliśmy, będą 
poprzedzone znakiem -]- lub —, stosownie do tego, czy ich 
układ drugich wskaźników do tej samej klassy należy, co układ 
drugich wskaźników elementów wyrazu a, 03,gf3,1::*m,s, 
czy też do innej. Tworzą więc one wyznacznik X--a, fd jn. «(yes 
którego głównym wyrazem jest wyraz  -|-44 pd g03,h--- (hy s 
Te więc 1.2..m składników summy (6), utworzonych ze 
składnika (8^), t. j. odpowiadających jednej kombinacyi war- 
tości 
(530, ТЕЕ" 


nadanych liczbom (9), przedsiawia się jako iloczyn dwu 
wyznaczników : 


E + (4 fla (yh... ms X Z =E b, qba ba пе. Вт. (1 2) 
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Biorąc druga z utworzonych (я) kombinacyj wartošci (10) 
dla liczb (9), np. kombinacyę 
qus idest 


znajdziemy podobniez, ze znowu 1.2...» skladników sum- 
my (6), różnych od tych, które się złożyły na utworzenie ilo- 
czynu (12), utworzą drugi podobny iloczyn 


Z == (4,902 ,к@з 1... (Im. X Z = by gba ba. m W (12^) 


i t. d. przy kazdej z tych M kombinacyj. 


Jeśli więc rozumieć będziemy, że znak Ж rozciąga sie 
Me Ver 


na wszystkie (5) kombinacyj wartosci (10), które kolejno na 


dawaé bedziemy ilošciom (9), to w rozbieranym tu przy- 
padku (m < n), jest 


E == 0,4022... Cm,m— 


= > (EE а, „02. Am X EE В, „0»„...Бт„). 


By Vert 


Przypatrując się wyrażeniom (12), (12^) i ostatnieriu, mo- 
żemy zauważyć, że należy tu z m kolumn systematu (1) utwo- 
rzyć wyznacznik i pomnożyć go przez wyznacznik odpo- 
wiednich (t. j. tezsame miejsca zajmujących) m kolumn syste- 
matu (2), tak, że, jeżeli pierwszy z tych wyznaczników 
nazwiemy A, drugi zaś B, to możemy powiedzieć, iż każda 
para wyznaczników А i B jest taką, że z wyznacznika A prze- 
‚ chodzimy bezpośrednio do wyznacznika B, zastępując głoski a 
przez głoski b, bez zmiany lub poruszenia wskaźników. 
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Zbierając razem powyższe wypadki badania, widzimy, że : 


Jeśli, mając dwa systematy mn elementów 


ба, + + + йр, п: bym 


Am, * ° > Amn, dm,» б. »na; 
utworzymy wyznacznik 
E = 6,4003. Cnm 
ә 
systematu m? elementów 


сал, ° > ° x ms 


NORIS te ER 
Cms * * + mms 


Ci k= lli abr a ++ li obr 2 |. алк; 
to: jeśli m >n, jest . 


w którym 


У == б, 102,2...0m,m = 0; 
jeśli m=n, jest 


Z E €,4€22« Cg, ZZ E 04,402 


Omm X == by, 102, T m 
jeśli zaś m < n, jest 


EE 0,423. ..Cm,m == 


zi а, „йә, sAm, EE b „dą „...bm z), 


7وو و 
z n liczb‏ 


\ 1; 25514 
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które zamiast m wskaźników 
Hy Verena 
podstawić należy ('). 

Zaznaczymy tu jeszcze, że według związku (4), elementy wy- 
znacznika X = CyąCza:::Cm,m Sa całkowite względem elementów 
systematów (1) i (22), a tem samem wyznacznik ZC, б» 2. Cm m 
jest funkcyą całkowitą elementów (1) i (2). 

$ 44. 

W przypadku m = n odpowiedni związek (6) może być tak 

przedstawiony : 


1 
Cas ° + ° бан йа, + + - „yn bia; CIO RZ 

= е pz. w фи G6 D 

‚ bal 

Cus ° * + Cnm апа, + - + n,n [биду > « + Onal 


(1) LAGRANGE W Recherches d'Arithmétique (N. mémoires de UAc. de 
Berlin, 1778, str. 235) dokonywa mnożenia dwóch wyznaczników dru- 
giego stopnia. Gauss w Disquisitiones aritmetice (1801) (С. Е. Gauss 
Werke, tom I, 1868, str. 305) wymnaża dwa wyznaczniki trzeciege 
stopnia. Tauchy i Віхет w pracach przedstawionych jednocześnie 
(30 listop. 1812 r.) Akademii Paryzkiej (wydrukowanych w Journal de 
l'école polytechnique) traktują ogólnie dwa ostatnie (6, y) przypadki 
(Слибнү w Mem. Sur les Fonctions... str. 81 i 107; Віхет w Mem. sur 
un Système des Formules analitiques..., XVI Cahier, str. 286 i następne), 
choć pierwszy przedstawia swe badania wyraźniej i systematyczniej. Przy- 
padek pierwszy (a) zaznaczył JacoBi (De formatione... , str. 309). 

Niewłaściwie BALTZER (1. c., czwarte wydanie, str. 46) powiada, że 
pierwszy «anschauliger Ausdruck» tego twierdzenia dany był przezeń (B.) 
« in der 3ten Auflage dieses Buches, 1870 >, gdyż J. A. SERRET W trzeciem 
wydaniu (1866) Cours d'Algébre supérieure wypowiada je dobitniej 
(tom I, str. 537) niż BALTZER, którego nadto dowodzenie polega na tej 
samej zasadzie, na jakiej SERRET swoje oparł (na jakiej też opiera sie 
dowodzenie tutaj podane), zasadzie, użytej naprzód przez JACOBIego 
(1. c., str. 308-312). 

(2) JACOBI (l. c., str. 310). 
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czyli według określenia (4), 


1044, ‚ +, Mm UWR we. 4 sdn | 


0345 + + « Qam] ралу... „Dan 

. = 
| 
?1 


| 
An „13 O an,n! ба 45 Po „балі 


аала „б пуа 102 17.704,02, за jn 1F... anb, w] 
š | 
аз bi aH. eH a,nbi m, mabait HB nbz, 12,02 b, rH. Ha, nbn, n 


Аа 
Np., jeśli mamy dwa wyznaczniki 
йаа, M, һа, bie 


bais UAE 


PZ 


аза, 0953 
a utworzymy wyznacznik systematu 


БЕТ, 1,8, 


Сәл, €2,2; 


przy 
Cik = i bka + Gi Dy o, 
to 
"legas Cus] [ааа arsbi, 01,4024 + 04 ada a] TA 
Сәду Co лађа F аз әрә, Qs bs, F ae, aa 2 


Jakoż, rzeczywiście, według $$ 28, 29, 20, 19, mamy tu 


ааба, abaa) ааба зә 


аз ady 1, 02,4024 аз Аб а, аз 20,2 
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а, zby, 2, 04,4024 а‹ абу з, 04 зз 


, 


аз зб 2, dada аә эй ә, Qą,2b2 2 


1 04,4 044, 04,2 04,2; Ua 
D=b ab: 1 bia 2,2 -|- bi зб д 
аза, Q2, аза, 023 02,2, 02,4 
1,33 04,2 
Ó+ bi aba 2 › 
аә з, 42,2 
aaa 04,8 0,4, 04,2 
р A bi aba — ‚б абз а, . 
злу 03,8 аза, 02,2 
ааа, 4,2 ааа, Q2 bia, bie 
D= (by аб» e — bi зба) = . . 
(lap 03,2 аза, 02,2 за, 03,2 


Podobnież, gdy dane sa dwa wyznaczniki trzeciego stopnia, 


ааа, Gi, (4,3 | byas Dus, dra | 
D = | aa, 2,2, @зз|, D"= | bza, зз, Óss|, 
345 03,2, 43,3 а, 3,2, 3,3 
to, przy 
Cik = li abk a азб | li,3bk,3s 
mamy 


Cil, Gi бїз 


D = еч, Cis Csa SDD, 


“зл, 3,2: С3,3 
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gdyż, rozkładając wyznacznik 

Ay ady Fa аб 2-04 zby 5 а ааа з а-а зрә, | 
алза азза абз 

а аааз ady 2-02 aby 3, 02 ada —-a: эб» 2-02 б» 3, FH 
а» „Ea абз заз 305,5 

аз аба ааз, зіл а-а, зб з, азаб» Paa зә 2-03 2 8, 

| Q3 103 1-03 ,203,2-|-03 503,3. 


na 33 =27 składników (š 28) i opuszczając składniki równe 
zeru ($30), mamy 


p= 


Ga Gi 01,5 [ai 1; Giaa Gi. 


: | 
D == bi aba э}зз|@за› @зз, 025 + bi b: bis |224, 03.3, TSA -|- 
| 


|d31, 42,2, 03,3| 143,4, 03,2 03,31 


йз, 41,3, O44 la 0445 0155 


+ Dy абз abs, A| 42,2, G3 024 + by aba bas 


022, азд, Q2, 


| + 


03,2, 03,3, 03,1| (43,25 03,45 03,3) 


(4,3; Чаа, 4,9 =» 04,2, Ma 


| 
+ 0, sda abs Q2,3, @за, 42,2 + Dy бз аза 02,3 Q2,2, Maf, 


03,3, 03,1 “3,2 513,3, 03,2, 034 
czyli ($$ 19, 24, 9) 


айа, 14,25 04,5 


ROWERZE by aba aba راو‎ „202 айза — 
—h, ‚абз aba 34-0 „ada бз s — D, sbe aba); 


D = (азд, 02,2; 42,3 


03,45 03,2, 03, 
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Dy 1» bia 01,3 
. bs, USER bis . 


(4,45 04,2, 015] 


D = 


034, 02,9, 023 


| 
| 43,4; 03,2; 85,5] LT бз, bs. | 


W przypadku m < n, mamy do czynienia z systematami ele- 
mentów (1) i (2), w których liczba kolumn jest większą od 
liczby wierszy. Do takiego przypadku odnosi się wprowadzone 
w $ 16 oznaczenie 


Пал аз om en | LA. ta CZE 
| = З 
Кы: “э. (ы ES d GT 
| PRZED 


[TUE ni. 


ати, 059,25 my ут т 


= У, E 


[P 
bia , bis ‚эйт EE. m E UB y... б 
. € e 2 Yi w^ | F p = 
бъл; bg 37mm Um; бе, буз эз бал q 


z 
— > PEE M „йз „..,йт„),› 


gdzie znak T odnosi sie do wszystkich) kombinacyj z л 
PRZEJ 


liczb (10) po m, które zamiast układu wskaźników p, v,...,7 
podstawiać należy, czyli do wszystkich różnych kombinacyj 
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ро m kolumn z п kolumn systematu (1) i systematu (2). Ješli 
nadto zgodzimy sie konsekwentnie na oznaczenie 


Аца nn aun sean | bia ‚>=. в » bun 


(lnti... (ln m s (han! bg on NES «sdm 


Z 
= pa * (ZE а, „аз„...ам, 30, „a M — 


9,v° 


(ia 5.690 E^ bi» ТЛ 


, (14) 


ата. Ят, Om, фп,» dm, Er бту 


to, jak widać z drugich wskaźników, zatrzymując pewne m 
kolumn pierwszego z danych symbolów i tworząc odpowiedni 
wyznacznik, mnożymy go przez wyznacznik, powstały wskutek 
zatrzymania tychże samych kolumn drugiego symbolu. Są więc 
każde takie dwa wyznaczniki tak ze sobą związane, że z jednego 
z nich możemy przejść do drugiego, zastępując tylko głoski ^ ` 
przez głoski a, bez poruszenia wskaźników (3 43). Możemy 
więc związek (у) tak przedstawić : 

04,4 y yp таз, uu || 


C11 pees лп 


ЖУТ M КЕЛЕЫ оі н | 


, 


Стд stn on | 


| 
| 
‚| 
ҮҮ ЛҮ L lo bm As... bn, m° M n | 


http://rcin.org.pl 


MNOŻENIE WYZNACZNIKÓW. — ROZ. ү — Š 44. 159 
czyli, według określenia (4), 


д yen aum 32225014 p š pzd selon 


etls 
(lm... (n п E . sÛ ni, m; .. „dmn 


044044 +4... nbin gi ma 4-...4-а аап 


| 


атл +. am nb Mys» „апата. . . an „бтп 


абз T. 81 D ruth baa + ... LM „= 
[NT + йт Di э уйт „йт „+ ... Lam bm: 
Np., jeśli mamy 


а.д, бз, C13 


bias бз, Dua 
Вз, 03,2, baa 


D= ; p" p 


азл, 3,2, @зз\| 


i utworzymy wyznacznik systematu 


Садэ. Сз 4 

š : вк =li bka 4-а, аад 
Cik — Ui Ok, i,137k,2 7[7 V i, 37E, 3) 
за, C32, 


to 


Салу Cia 


D = 


за, C2 


а ааа abi заз абаз, а абаа, аб» 31-1 зз 


— =V ор 
03 Ady а-а ал 24-а з з, a: ib; а-а» абз دام‎ b; з. 
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Jakoż, rzeczywiście, 


CZOP 
== 
аз Абау 


ац аб э, 


аз эб з, 


а ЕЛ ED 


азаб, 


ац „зб 3, 


аз aby 3, 


ЕЛ 


аз b, ED 


. TEORYA WYZNACZNIKÓW, 


ГА 
0,4084] алл asb, 
аз Ds а аілу 0s афа 
as ibza) laibi 0,202 
azaba! (azabi, зрә 
4 302,3 а gdy 3, (4,202, 
аз бз з аз dą „3. аз dą 2 
0,302, 14 4514, а. 302,3 
axzbąz| |a Íb, 03,2024 
абза 
ЕД 
аз ydy 4 
LIE 
‚(аз ада) 
аз э 
0,5 
«(bi aba و‎ — аз) 
аз з 
4 3 + 
(bi аз а(н asb: i); 
^ ds 
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(ЕЛ boss bia 
FAR USE 03,2, 03,3 


‚а, 01,2 


hb [^ 4з 


(2,4, “2,2 [аз а, аз з 


bia, hia 
bas bis | 


Gi, 4,3 


азд, 02,5 


401,45 а, 
D=] 
mi 


pv KERTI tla, 


b, +29 i 
bius ba à 


czyli, wedlug okreslenia (14), 


D= 


йа, 04,2, M (A biz 01,3 
бал, баз, без 


азд, 02,3, “3,3 
W przypadku m>n, gdybyśmy również uważali wyznacznik 
C415 * © © 5 Ча... » Cim 

| 

| 

| 


Cn ° © © ,› ums - - « › Cnm 


| 
| 
Cm, ++: + 5 mm: s» Cmm] 


jako iloczyn symbolów ($ 16) 


| 


| H 
ln, 4. жй an,n |• 


| 
| p 
| 


ima 4:329 o» 


041415 © + ПЕЛ 


| | ua +59 bn | 


bai» el w y dan , (45) 


bna, Wied وا‎ бла!) 
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to, zważając na określenie (4), możemy związek (a) tak przed- 
stawić: 


Gi 5. Um E S rej bin 
Gai «9 "Ula. Dads t s 3 DA ||== 
0mis +: * ° > Отт бла, =- + “mall 


0,4044 -+ az Q лб n»-*-> 0414054 +. .. + 4 „дт 


By AP Жааш рй ak NG WE 


| 
Ы , 


| «паба +. . + Gm, nDA ns -s ат айта +. . + am,nbm,n 


Rozkładając tu bowiem wyznacznik po prawej na sklad- 
niki ($ 28), przekonamy się, że w każdym z nm tych składników 
m-ego stopnia m—n (co najmniej) kolumn będa utworzone 
przez elementy proporcyonalne względem elementów innych 
jego kolumn. Gdy ten iloczyn równa się zeru, to musimy przy- 
jać, że wtym przypadku wartość każdego z symbolów (15) 
jest zero. 


Np., jeśli mamy 


014, 04,2 баа, бл) 

D' == агл, 48,3|, D” =||bs u, 03, 
(15) 

аза, (3,2 bsa, b3, | 


i, przy 
Cik = Gadka Ci, ak, و2‎ 
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utworzymy wyznaczuik 
C119 баз, C13 
Ерера Gs сыы 


€345 Сз,з, C3,3 


албаа эб 204 бз „Ea зба, ад b3 arabs, | 
== аз аба F9:2 ba а, d ba 03 абз 2, 02 4 b3 +09 a bas , (16) 
as biaya bra 05,102,717 аз абз а, аза b; + аз,з бз | 


to D=0. Istotnie, rozkładając ostatni wyznacznik na 93—8 
składników, mamy 


[Qus 3,35 04,4 
D = bi, bsa ba, d34, 03,2, аз + 
034, 03,3, (3,4 


045 йана, 4,2 


+Ó. Daa bza | за, 02,45 @зз 


| аз, 03,45, аз,» | 


Ponieważ za 0 = 07. 0”, toi D'=0, i D'—0, gdyż nie 
ma przyczyn, dla których, przyjmując, że wartość jednego 
z symbolów D' i D” jest zero, nie mielibyśmy przyjąć, że i drugi 
jest zerem. A to tem więcej, że gdybyśmy według (8) pomno- 
żyli przez siebie dwa takie wyznaczniki trzeciego stopnia 


аду 04,3, 0 | буз, 0 
аза, аз, O , ba as bs 3, 0], (17) 
азау 03,2; 0 03,1, фз,з; 0 


to, stosownie do odnoszącego się do tego przypadku związku (43), 
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otrzymalibyśmy wyznacznik (16). Symbole więc (15') zacho- 
wują się w mnożeniu tak, jak gdyby опе były wyznaczni- 
kami (17), które są oczywiście równe zeru (*). 


š 45. 
Elementy systematu (3) wyznacznika, przedstawiajacego ilo- 
czyn, określilistny w ў 43 związkiem 
Ci, k = li, бка -- 4,2 [7m + . Gin буп» 
to jest, uważalibyśmy element cj, systematu (3), jako sumnię 


(*) Więc, wogóle, w mnożeniu, *ymbol 


ea Ë » > dym 
| 
! 
I 


| 
[lami ». + + » Ama || 


w którym liczba kolumn mniejsza od liczby wierszy, zachowuje się tak, 
jak gdyby 


Шад > * > , аһ Mii > ° * * > din, 0 9792279. 0 

dni o ; Ann ||== | dni > 5 ts VD s , 0|—o 
| 
Nami + * + » mnm | ата, * + * ; Amny Bias s 5 9 


Oto przyczyna, dla której w š 16 przypadek, kiedy liczba kolumn jest 
mniejszą niż liczba wierszy, oddzielony został od przypadku przeciwnego, 
oraz d'a której odpowiednim symholom przypisane zostały znaczenia 
odmienne w każdym z tych dwu przypadków. 
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iloczynów odpowiednich elementów i-ego wiersza systematu (1) 
i k-ego wiersza systematu (2). Lecz, oczywiście ($ 18), mogli- 
byśmy dać inne określenie elementu с; к, mianowicie: 


Cik =M ibi озак. Fani бад, 
. 

to jest, uważać element е; х systematu (3) јако s'mme iloczy- 
nów odpowiednich elementów ż-ej kolumny systematu (1) 
i k-ej kolumny systematu (2). Lecz wtedy wypadloby zmienić 
ogólne wysłowienie twierdzenia $ 43-go [to jest, zależność (у) 
odnieść do m>n, zależność zaś (а) do m<n|, jakotez zmie- 
nić odpowiednie określenia, postawione w $ 16-vm. 


Rozważmy tylko pod tym względem przypadek m="n. 


Mając pomnożyć przez siebie dwa wyznaczniki 


layaya. @ d LT . dm 
| = | ep 
| | 
Anis: nn | bn! ów 
możemy utworzyć ich iloczyn 
Cii sep 
D'D'— D— 
Cnds- әу Cnm 


gdzie, według związku (4), 
| Ci k= li aD a Fai aD „2 . . i nk aż 
jest więc w wyznaezniku D element cix summa iloczynów 


elementów 7-ego wiersza wyznacznika D' przez odpowiednie 
elementy k-ego wiersza wyznacznika D". 
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Jeśli jednak w systemacie elementów wyznacznika D' wez- 
miemy wiersze za kolumny ($ 18), to wartość wyznacznika D” 
sie nie zmieni, lecz teraz elementami k-ego wiersza będą ele- 
menty poprzednio k-ej kolumny, to jest, byy, Daka... Önk 
tak, że związek (4) będzie teraz 


Ci k — aia bi k-ai, ba z... ап бл. 


Jeśli, zostawiając nieporuszonemi elementy pierwotnego sy- 
stematu wyznacznika D”, w systemacie elementów wyznacz- 
nika D' wiersze weźmiemy za kolumny, to, według (4), 


możemy jeszcze przyjąć, że w systemacie elementów wyznacz - 
nika D jest wogóle 


Cik = 04 dk 4 +03 ib o - . . Lap bk n. 


Gdy nakoniec w obu danych początkowo systematach ele- 
mentów wyznaczników D i D' wiersze weźmiemy za kolumny, 
to, według (4), w systemacie elementów wyznacznika D 


Ci REM б к + азба pk. . „Han ibn к. 


Odnosząc te cztery sposoby tworzenia elementów wyznacz- 
nika D do pierwotnych, wyżej wypisanych, systematów ele- 
mentów wyznaczników D' i D”, możemy powiedzieć, że przy 
mnożeniu przez siebie dwu wyznaczników jednakowego stopnia 
winniśmy stale mnożyć odpowiednie : 1° elementy każdego wiersza 
jednego przez elementy wszystkich wierszy drugiego wyznacznika, 
2° albo elementy każdego wiersza jednego przez elementy wszystkich 
kolumn drugiego, 3° albo elementy każdćj kalumny jednego przez 
elementy wszystkich wierszy drugiego, 4° albo 1% elementy każdej 
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167 


kolumny jednego przez elementy wszystkich kolumn drugiego 


z danych wyznaczników (*). Np. 


Ë аз 


by, bą 


tiaia, 


biai tH bas, 


(1404 Habi, 
bias + „ё, 


| à 4 - бйз, 
(1:04 Hha, 


ао -|-bufu, 
| аза, -]- бз, 


Jeśli tu przyjmiemy, że 


Qi, аз 


fi, fs 


a, + аз 
b,81--bega 


ао: ]- af 
bias + ba8s 


Q4. b4f82 
аз + babe 


dca bif 2 
Azaz b282 


a=--a+übV—i4, b, 2--e--dV—]1. 
a,——c-]-dV—1, by=--a—bV—1, 


«= Ба A —1. Bim] еа, 


a; =—C' +d V—1, Ba=-a — vV—1, 


(1) Слоснү, 1. c., str. 83. 
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to (š 9, 59) 


|a ү 1, —е+аү—Є—1| 
| 


) =+ +e, 
|c+dy—1, a—IN=1| 
a --bYZT, =c--dy—1 | 

w | za? 4 bH e 0°; 
CAL, a —кү--1ї 


mnożąc zaś te dwa wyznaczniki przez siebie (elementy kolumny 
przez elementy kolumny), otrzymamy wyznacznik 


(аа — b + ее — dd') + (ab + ba! + cd —doyy=1, 
(ae! + bd' — ca! —db') + (ой — be — ch + day— 1, 


—(ае' + bd — са! -- dl)  (ad' — Бе — eb + do'y —1 
(aa — bi 4 ee — da^) — (a +-ba' са ас) ут ` 


którego wartość (analogicznie względem ` wartości każdego 
z czynników) jest (*) 


(aa' — bb + ec — dd')2+ (ob + ba + са +de)? + 


+ (ac bd --- ea! — db ? 4- (ad' — be' — ch + da P. 


(!) Wypadek ten wskazuje, że, mnożąc przez siebie dwie summy 
czterech kwadratów, otrzymamy w iloczynie summe czterech kwadratów. 
EULER, Novae demonstrationes circa resolutionem numerorum in qua- 
drata (Acta Academic S. I. Petropolitane za 1777 r., str. 59). 
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ZADANIA. 1° Sprawdzić, że wyznacznik (n—1)-ego stopnia 
а alg i — Ual 04,303 4 — A 402,3 TD | 
dı nls, — AU 402, 
Qoa (la a — — (2,403,  ;sd2,3d3 4 — 02 403,3 PREZ 
J= аз п@за — Qa 4d3.n 


An—4,20n 1—n 4 00,2, 0n —4,30n 1 _1 А03... 5 


| Ana nin | — Опа Ann 


jest iloczynem dwu wyznaczników n-ego stopnia, jednego 


UTW . + аат ` 
PR 3 ү 
Qa, «9 + Оп | 
drugiego zaś ($ 42) 
a, 835 4055 2508 0| 
зз (цад, 3,4, 0 


«з, 0 ‚ 034, .. +, 0 $‏ کد 
Ansy 0 , 0 $t +. +=ln_1,1‏ 


w założeniu, że ilości оц, оз, аз,..., an zadosyć czynia n 
związkom 


ааа zez -... + anana 1, 
ала з Fal, +... enda 0, 


` . . ` . . . . ` . GAT) 


0404 n+ an- ... Fanan n=); 
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jest więc (*): 


n4 
J =(= 1) Q3 4034. - 04.4 АР. 
2° Sprawdzić, ze mnożąc wyznacznik 
Qa, 04,5, ад) 1 


аза, 2,2; - 1. Qn, 1 
ала, аң „ә, NORZE) dn ns 1 


przez wyznacznik 


AG к 
A ME 


(wiersze przez wiersze), zaś wyznacznik, otrzymany jako ilo- 
czyn, mnożąc jeszcze przez wyznacznik 


TYS VAT 


Ре hs, * 


(1) HERMITE, |. €., str. 26. Ostatnie wyrażenie wyznacznika J otrzy- 
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(kolumny przez kolumny), otrzymujemy związek 


айча, (42, e. Um 1 
024, 022, +: . . , бәп, 1 

4 w.f6 w LED CEN 
Qna, Чп... + > Onm 1 
"NE SOC: 


taiki, aa th ko.. а-а, 1 
a3 4-+h4--k4, аз 2 hs ka... az nh d]- En, 1 


dna thnk, ans thn hay... ап, 1 
1 А 1 ; 1 n 


przy jakichkolwiek wartościach ilości A ik (5. 


š 46. 


Gdyby systemat (2) był tym samym systematem, co syste- 
mat (1), to jest, gdyby 
bj = aj, 


mamy, zważając, że, według $ 42-ego, wartość wyznacznika 5, w naszem 
założeniu, jest 


5—(— 1) 2403,45. 05 41. 


(') SYLVESTER (Philosophical Magazine za 1852 r.) 
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dla wszystkich wartości wskaźników 7 i l, to związek (4) prze- 
szedłby w następujący 


Cik = i Alp 1 Oi, Gk 2 +... © Gi пок, 
że zaś byłoby jeszcze 
Cki = Op ali 4 -H ак ali e 4... 4 оклоп, 


wiec 


Ci, k = Cki 


t. j., wtedy elementy sprzezone (Š 5) systematu (3) beda jedna- 
kowe, zaś elementy głównćj przekątnej beda summami kwa- 
dratów, gdyż 


ci EQ 4? d- ai 9? +... oir. 


Twierdzenie zaś o mnożeniu wyznaczników przejdzie w na- 
stepujace : 


Jeśli mając systemat mn elementów 


0445-5» Чп, 


ата... > Amn, 
utworzymy wyznacznik 
ZE Cal. e, Cmm 


systematu m° elementów 


Cis it, Cims 


Cm,t:* 0 Cmm. 
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w którym 


`. — : ! H : z 
Cik "di âk a -t (li afl o — + + F Gi акп» 


a tem samem 


Ci,k — Ск, 
Gi a? Fa" +... Fain, 
to: jesli mmn, jst 
УЕ С 403,3. «Om n 0); (8) 
jeśli m=u, jest 
S = 01460,3... Сав = (S EQ; i Gss... апп)"; (e) 
jeśli zaś m «n, jest 


3) 
z = C1 1C2,2 nan = (Sa; „dh... Am)” (n) 


A, 


ЕЗ znak M odnosi się do wszystkich п) kombinacyj z n liczb 
ZUMI 


A EEUU 
po m, które zamiast układu m wskaźników 


py T 


podstawić należy (*). 


(t) Biner, l. c., str. 292; JACOBI, |. €., str. 312 
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Związek (¿) może być tak przedstawiony 


(ina... dann | 


a... Fan 04,4024 +... Fa, nda, n< <5, 
ç M Adn 1... LU пап» 
NE W A аз 47-+-...--Q3,n?,--. , 
= аз айпа + ЕЕ F азлап, , 


алапа. «1-04, 0,2; qa Gn +. аг nln ns: 
ana? > ... ann 


np. (§ 45) 


Ti, Ta 


LY- TY‏ , و22 
Zi LE E 14у?‏ 


Yis Yə 


E Talja L? > iyi 3 ) 
= (18 


, 


Lit, уз” 1212, yc 


v? + vay , LiL | aye 
Cui Ууз, азу Ya? JA 


|а? ун , ia уаз | 
Lita- уз» Tą” -|- уз” | | 
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Ti; Ta Taj? 
уо Yz Ys| = 


21, Z% Z3 


аааз? 00, Yass, Lizip- 2323 


= | Lyt Teyp tys, y+ ty 


, уи-Еуз2-}-уз1з . 
Dı 2ez T333 › YZ1-YsZ2|-Y373 > 2227237 


Według związku (5) winno być np. 


|Z X3, ||? 
Ya У Yı "i 
wiz , zu aaa mi z, w,|? 
"7 yi Daya tys yH уа? Tys? њу | Mis. Y 
ti zile Tu 2з|%. [2g ت‎ 
E ул, "ys yo Y3 Уз, ya | 


jakoż, rzeczywiście, rozkładając wyznacznik, przedstawiający 
kwadrat, na 3*=9 składników, lecz opuszczając równe zeru, 
a do każdej pary składników stosując zależność (18), mamy 


2 


Ti, Тз, T3 


Tą”; T1 


DJ 
147, Xa уз | 


yis Yas UE Lil, уз? 


Caja, у? 


Ta 133 22, Taya 


Cala, уа? 


уг?‏ و333 
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2% 133 | 2з", MAYA 
T ° T ? 

Yis Us| | 1 4зуз, Ya” 
т; Ta| * Lss 28|? |20 аз|° 
(ШЕ? уз, “| LT 


Związek nakoniec (3) daje nam np. 
Ei. Aall? | LPF? , Di tyz Lis 
4o Jlj = у-у yy? , aha = 
|: Z2 Di}, уй-уй, zn 


Zi, їз, 0 3 
= yi VER 0 zz. 
Zis Z2, 0 
Należy tu jeszcze zrobić uwagę, że wyznacznik X = Cı ,1...Cm,m 


jest, wogóle mówiąc, summa kwadratów wyznaczników, 
będących ($ 8) wyrażeniami całkowitemi względem elementów 


Mts + + +ç sdi m 


skutkiem tego przy rzeczywistych wartościach tych elementów, 
wyznacznik X = с,д..-Си т Wtedy tylko może być równy zeru, 
kiedy każdy z wyznaczników ZH a, ,,...am, JEst zerem (*). 


" 
(!) Jaconi, ibidem. 
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$ 47. 
Мпоўас przez siebie dwa wyznaczniki 
\ 
Q4 a yen O4 se sun 


| bia AG (ZWIS: biu | 


JG А , : " | 
== Gi 15 4 i,l y ein 1 D= Р AAT ‚бкл , 


| 


i 
| . 
i | 


05,4; s 0n,l Gn, | | бл... „ln КЕ „Wan | 
otrzymamy ($$ 43, 44), przy 
ска abr i ++ @ bk 4..4 0i tbra He- Qi nk m» 


Ci ds ` ° © sly kz ° + » slim 


D'D'==D= : 


City ° + + liks + + + Cin | = 


Сиду + ° + an ° + nai 
алаа аб Ak... a nk ns <<<, 
(14 anı... пап 


БҮЛ a+ . алі LIED ti brate E + Gi nU n5.) 
Qi sbn aH. -Hi ийип i 


аа-а. an b; aH- Чал 


ааба. ^" -lF-onnbn,n 
12 
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Zbadajmy, jakie zachodzą związki pomiędzy ilościami dola- 
czonemi ($ 25) do elementów wyznacznika D a ilościami dołą- 
czonemi do elementów wyznacznika D' i do elementów wy- 
znacznika D". Rozkładając wyznacznik D' według elementów 
jego i-ego wiersza, mieć będziemy 


D=GnAix +... GAL ++... + ain Ain, 
gdzie ($ 25) wogóle 


Qia з...) 014—435, даі" y Gun | 


. 


1+1 (Qi A... 114—4, DA Lr 15-73 dai1 =(1) ^ di, 
Ai =(—1) 


Uir, адау @+її+ї;ө +, бран) 


аһа ses Qn i—i  Anl+4 st damn | 


jeśli przez dy oznaczymy wyznacznik, powstały z wyznacz- 
піка D' przez opuszczenie w systemacie jego elementów t-ego 
wiersza i /-ej kolumny. Podobnież, rozkładając wyznacznik D" 
według elementów jego k-ego wiersza, mamy 


D" = bp By i. -Hbr Br i. Ok, m Вк, 


gdzie również jest wogóle 


bia „өөө bi i—i , by ląd сз бл 


k+l 


Bx1=(—1) б ГА» by—i—15 Dx—4.144:563 dzem] Li ay? dy. 


bi + (PE ETELE) by cai bk: 1,1 dytt R 1, 


[^ je, фал , baza pe... bnn 
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Rozkładając teraz wyznacznik D według elementów i-ego 
wiersza, otrzymamy 


D= ci aCi -He ci Ci i +. ein Cin; 
gdzie podobnież — Ciu=(—1) x 
ааа. афу а адклала ту 
M алаа DR ea (iba а-а nbn 
а-аа А-а-а Pans 21a арала аа араат 
а а ЕТТИН РТ Р ai- п 
алаа... алала Lau ia лаба» 
Wa but akhu s a A er E 


аа. ап адал. 702 пка,» 
An adk + i+ ° dn ndk + 1,ny* An adna. Баллі 


Przypatrując sie temu wyznacznikowi widzimy, że, według 
związku (у) $ 43-ego, jest 


Ua os seyn | us (55001 PEN TR | 
| 

| 

| 

| 


| [Hi 54s eai tuo idu беу, Ska aie вап | 
Qi + 1e yi + Ls Ci +1 | | (Okt ttre Dk etu Ded | 


| | 
` . . . Sy ak . . |. . 4% . . . . 
| 


(Qa besh уйи lona PALA DU ET H 
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Ponieważ w każdym z tych symbolów jest n kolumn, za 
n— 1 wierszy, więc ich iloczyn, t. j. powyższa postać wyznacz- 
nika wchodzącego w ilość Cix przedstawia summe iloczynów 
wyznaczników, powstających z różnych kombinacyi po n — 1 
kolumn pierwszego symbolu, przez wyznaczniki utworzone 
przez odpowiednie kolumny drugiego symbolu ($$ 43, 44). 


Kombinacyj tych jest tu Ë " )= п. To jest : trzeba w obu 


1 
symbolach jednocześnie opuszczać kolejno każdą kolumne, 
każdą parę takich wyznaczników przez siebie pomnożyć, a ilo- 
czynów tych wziąć summe. Gdy w ten sposób opuścimy 
pierwszą kolumnę, to z pierwszego symbolu otrzymamy wy- 
znacznik d',, z drugiego d",; gdy opuścimy drugą kolumnę, 
otrzymamy d' i d", 11.4. Będzie więc 


ihk , ' 
бк =(—1) (d',d", er аа iT dad n). 
Wyrażenie to możemy tak przekształcić 


i--k--3 {+к+9.9 


Gk=(— 1)  did'4—). — dude np 


i--k4-91 1+ k4-2n 


(—1) d'id",-l-...--(— 1) dqd' n, 
i41 k+1 1+9 k+2 
Cij—(—1) d'(—1) d'i HA) d*&(—1l) d'a +... 

iți e, i--n ; к4п 
(—1) d'(—1) 41-4... 1) d'n) d'n 
Lecz mieliśmy wyżej, wogóle, 
C lU dim Aus 


kl 
(—1) 4";B;; 
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kładąc więc w tych związkach kolejna 
I221, 2. Ше 
możemy ostatecznie wyrażenie dla С; tak przedstawić : 
Cik = Ai, Bpa + А; «Вк +... A; Bra -+.---PAinBzn (5). 
Porównywając to wyrażenie, z wyrażeniem powyżej posta- 
wionem, jako określenie elementu є; р : 
Cik ZG bka + ai bka H. Qi bk, FF... ai ndk m» 
widzimy, że | 


Sposób w jaki element iloczynu dwu danych wyznaczników 
zależy od ich elementów, określa także zależność ilości, dołączonej 
do tego elementu iloczynu, od ilości, dołączonych do elementów 
danych wyznaczników. 


Gdybyśmy więc tworzyli iloczyn wyznaczników D' i D", 
przyjmując (š 45) 
Cik == Gady k | Gaba +. . P алп, 
Cik =M dka as ika =F . . 4 анка 
Cik = Mi нк азб. . . + ада, 
(о otrzymalibyšmy odpowiednio 
Ci = Ai „В.к Ai Bow- . P АВ, 
Cj = А, :Вк + Аз Вк +... H АВ» 
Ci = А, В.к As, Bs}... + Аһ Вак. 


(1) Слсснү, 1. c., str. 90. Sposób taki wyprowadzenia tej zależności 
obmyśliłem w tym celu, aby podać zastosowanie związku (ү) twierdzenia 
$ 43-ego. Zależność ta będzie wyprowadzona inaczej w $ 64. 
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Nadto, w kwadracie wyznacznika ($ 46), 


QA. + + + ‚щт 2 Ebr uis ‚бап 
== REG 6 LI * ` LI .. *, 
апа, ° + + Anm Cn, : + + Cnm 
przy 
Cik EQi Adka PF Q4,20k,2 + + + > алак =, 
jest 
Cik = Ai Ak H АА... AinAkn= Oris 


t. j., jeśli wyznacznik jest kwadratem. innego wyznacznika, to 
ilości dołączone do jego elementów sprzężonych są równe. 
Wtedy jeszcze 

Gi =a kas +. , . + On 
wiec 

Сал А. АЗ, F... |А. 


Że zaś każda z ilości Azy...,Ain jest funkeya całkowitą 
względem elementów Q44;::;0ks:«:lnn ( 25) to: ilości 
dołączone do elementów głównej przekątnej wyznacznika, 
przedstawiającego kwadrat wyznacznika danego, за summą 
kwadratów wyrażeń całkowitych względem elementów wy- 
znacznika danego. Inaczej : jeśli elementy danego wyznacznika 
sa ilościami rzeczywistemi, to tlości, dołączone do elementów 
głównej przekątnej wyznacznika, będącego kwadratem wyznacz- 
nika danego, są stale dodatne (*). 


Też same własności mieć będzie kwadrat wyznacznika, 
jeśliśmy dla utworzenia go, mnożyli elementy kolumny przez 
odpowiednie elementy kolumny. 


(1) BELLAVITIS, |. с., $ 35. 
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5 48. 


b 


Według związku (5) š 43-ego, mnożąc przez siebie dwa wy- 
znaczniki, oba n-ego stopnia, otrzymujemy, jako ich iloczyn, 
także wyznacznik n-ego stopnia. Do tego przypadku możemy 
sprowadzić i ten, kiedy dane do pomnożenia przez siebie 


wyznaczniki nie są jednakowego stopnia. 
Gdy bowiem mamy pomnożyć przez siebie dwa wyznaczniki 


Qi 455225004 n bas. „бір 
ni : SEN 
Ir гл i ПГ oe s 3 


0n; 5 nun by... Bp,p 


przy p< n, to mozemy wyznacznik D” ——Á w PE 
wyznacznika n-ego stopnia ($ 34), 


by 9 Po W bp , 0 1 0 ZW wa ‚0 


b T PEU 0 0 14.30 

p.i , pp ` ЕД х. , 

р" = , (19) 
речи ОЬ Y y" Р О 
dn gh ei $) s np , bn.p +13 бар+» ы. ,1 


gdzie ilosci 
bp, Lo u$ ,و‎ p+ 


(19) 


by 4 np . Жүр 9 * 9 „dnn—1 
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mogą mieć jakiekolwiek skończone wartości. Mnożąc wyznacz- 
nik D” w tak mu nadanej postaci wyznacznika n-ego stopnia 
przez wyznacznik D', otrzymamy ($ 44), przy 


ai abra H- Gi bk s © Cik, 


D'D'zD— 


ааба Hee Ha pd p<, абра Аа рр» abp + "LOS 
а, pdp + Lp ps баа. ааа nun 

ap abi aH. арата арра saa 
Ap pdp + 1p T pp "TTD «ydp Dn a- apu s. апаар, 


аһа 24. ln Dips. Qn абра. an pb p n abp + r+... + 
Qn hp + ion. + ШКЕ adna +. Fann- da al 


Rozkładając następnie ten wyznacznik na składniki, których 
($ 28) tu będzie p”(p--1)(p + 2)...(n — 1)n, spostrzeżemy, ze 
z kombinowania którychkolwiek składników pierwszych p ko- 
lumn wyznacznika D z pierwszemi p składnikami (p-- 1)-ej 
kolumny, jakiekolwiekby wzięte były składniki z pozostałych 
jego kolumn, otrzymamy wyznaczniki-składniki równe zeru 
($ 30); toż samo co do pierwszych p -+ 1 składników (p-E2)-ej 
kolumny,..., co do pierwszych n—1 składników n-ej kolumny. 
Zebranie więc pozostałych wyznaczników-składników, różnych 
od zera, na które się rozkłada wyznacznik D, przedstawiające 
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wartość jego, może być wyrażone wyznacznikiem prostszym, 
mianowicie 


M abi aH. Fa ир, ° sta by +... 


+0 pbp.p, Q4,p+ 13: n 


apa}... ap pbi p +++ Appt... 
s Ap pdp.pslp.p +13::30p m 
p eque ; 
арар,» Up +4,p+13:*+;0p+i m 
An ady A rn ab, "++ napa... 
an pdp,ps np «1, 5n, 


Ta postać iloczynu powstaje bezpośrednio z poprzedzającej 
przez nadanie ilościom (19%) wartości zero, co właśnie być 
powinno, gdyż wyznacznik D” w postaci (19) jest ($ 34) jedno- 
znaczny z wyznacznikiem n-ego stopnia 


UWE E. КЛ? 0, 0, a” «s ‚0 

bp: ° ›бу,р› 0, 0, ‚0 
==! (2) 

0, 0; , 3. 9, ‚0 

0, 2 ‚0 , 0, 0, 3 


zaś wyznacznik D winien przedstawiać iloczyn D'D', w jakiej- 
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kolwiek postaci wzięliśmy wyznacznik D”. Dla otrzymania więc 
odrazu najprostszej postaci iloczynu danych wyznaczników D' 
iD”, należy wyznacznik D' mnożyć przez wyznacznik D" 
w postaci (20). 


Widzimy tu nadto, że wyznacznik D, t.j. iloczyn dwu 
wyznaczników, jednego stopnia n-ego, drugiego stopnia p-ego, 
przy n> p, jest wyznacznikiem stopnia n-ego. 


Gdybyśmy mieli np. pomnożyć przez siebie trzy wyznaczniki, 
których stopnie określają liczby : n, p i r, i gdyby było n>p 
i n >r, to iloczyn dwu pierwszych byłby wyznacznik sto- 
pnia n-ego; mnożąc zaś ten ostatni przez wyznacznik trzeci 
z danych, otrzymamy znowu wyznacznik stopnia n-ego, który 
będzie przedstawiał iloczyn trzech danych wyznaczników, 
a jego elementy będą wyrżeniami całkowitemi względem 
elementów danych wyznaczników ($ 43). I t. d. Wogóle 


Iloczyn ilukolwiek danych wyznaczników jest wyznacznikiem, 
którego stopień jest określony przez najwyższy ze stopni danych 
wyznaczników, a jego elementy są wyrażeniami całkowitemi 
względem elementów danych wyznaczników (*). 


$ 49. 


Gdy dane są dwa wyznaczniki 
Aldiss s “л bas s. "1e bin 
уе A EEN E LC SEC IU 


апа, + + + Anm ba + + ° ‚л 


(1) JACOBI, l. c., str., 310. 
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to, jak wiemy ($ 44), 
ааба ELE nbi поа adna PPG аби n 
Ша 6 uv w ch go E LES 


CWU H. -Tap nh nis „An bna +. .. an nnn 


/ 


Lecz (3 34, 19) 


lin ... sln т, 0 
WR D 


bia ‚зб 0 LEE 0, bym 
D= — کے‎ 


bn 45: „бп 0 soba 0, dan 


„болы ЫА! БОТА 


Mnożąc tę postać wyznacznika D' przez ostatnia postać wy- 
znacznika D" (wiersze przez wiersze), otrzymamy ($44) wy- 
znacznik (n --1)-ego stopnia 


as abi aH ai naibi nair eaa bna- „+ 
Fa; nbn nt) ат 
D'D"=— s : » : 3 
«айна. . Нап nb ne . An adna: 
Fan, n-ibn n-i апт 


bym SZ бл, 0 


http://rcin.org.pl 


188 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 


Przedstawiając znowu 


йаа, + ТЕСТА 0, 0 


D'=|a +, +. + y nn; 0, Ol, 
п atero EL) 
РИЧИ 20574 


b as Dim 0, 0 bia EE 0—97 0, 0, bin- ba] 


2 
D'= bn... bn, 0, 0 =(— 1) Onn, n—s 0, 0, bn.n—1, Dan 
Tua O, 450 Ос e CI -., 0 
0.4.05, 0,1 0. O OLO 0 


(gdyż ostatnia postać otrzymujemy z obok stojącej przesta- 
wiając n-a kolumnę z (n--2)a i (п — 1)-а z (n + 1)-; więc 
znak zmienia się dwa razy, $ 19), oraz mnożąc te postacie wy- 
znaczników danych, otrzymujemy wyznacznik (n -- 2)-ego 
stopnia 


рр” =(—1)°х 


ai bi 17. Has, nbi, 825-504, dn 177. аап» O,,n—13 din 
B 
an, ibi H-H an,n 90 ә... + an, nbn пә» An, n—i; Gn,n|, 


бп gon 5a bn,n—1 , 0 , 0 


bin Ө» бал , 05.00 
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Wogóle, jeśli dane wyznaczniki przedstawimy w postaci wy- 
znaczników (n + 7)-ego stopnia : 


04,4, as w siny 0, оа е ‚0 


+ | пи, 0 s qa „Woo sos 
(Кк | 867, OBA 


g... Е 
HEB Ye GA 


bna; Lo бит» 0, LE Kar KU 


p'— = 


UWE susa ‚біп, 0, u © ре „0, dy nist; s "oe ‚л 


һа» BDST s nini» 0, # 869 ‚0, bn.n=i +1; ef u ‚лл 


=(—1) 
| Qh kara OMM Z. Е ENT ИЕ 


y.73 0. о ИО 
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to, mnożąc te postacie (*) wyznaczników danych przez siebie, 
otrzymamy wyznacznik (n -} z)-ego stopnia (!). 


D/D/—(—1) X 


Ay adi" Фао Ата лаи» Oui cde 
an, bi Pn iD адада mds iba n ni peas 


Dyni s1 ө» ' b,n—i+i , 0 وو‎ 0 


bı, көз bun $3906 $5 

lloczyn dwu wyznaczników stopnia n-ego możemy przedstawić 
w postaci następującego wyznacznika stopnia (n--1)-ego. Wybrawszy 
n—i kolumn (lub wierzy) jednego wyznacznika, oraz n— i kolumn 
(lub wierszy) drugiego wyznacznika, z elementów tych dwu syste- 
matów po n(n —i) elementów utworzymy summy iloczynów ele- 
mentów każdego wiersza (kolumny) pierwszego systematu przez 
odpowiednie elementy każdego wiersza (kolumny) drugiego syste- 
matu; do powstałego w ten sposób systematu n? elementów dopi- 
szemy z jednej strony pozostałe i kolumn (wierszy) pierwszego 
wyznacznika, z sąsiedniej zaś strony pozostałe i kolumn (wierszy) 


(1) Postawiliśmy przed ostatnią postacią wyznacznika D” znak okre- 
ślony przez (ZA); gdyż otrzymać ją możemy z obok stojącej, przez 
przestawienie w niej każdej z ostatnich í kolumn z każdą odpowiednią 
z poprzedzających č kolumn (L j. (n--1)-a z n-a, (n-Hi—1)-a, 
z (п — 1)-а, i t. d.), skutkiem czego wyznacznik i razy zmienia znak. 

(2) SPOTTISWOODE, І. c., (CRELLE), str. 242. W rozprawie jego w od- 
powiedniej formule (4) zamiast czynnika (= 4)? powinien być czyn- 
nik (— 1)". 
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drugiego wyznacznika; nakoniec na іё niezajętych miejscach 
kwadratu postawimy zera. Wyznacznik tego systematu (n + i) 
elementów, poprzedzony właściwym znakiem, wyznaczonym przez 


i 
(— 1), przedstawi iloczyn danych wyznaczników (2). ' 


W razie 2 —n—41, z tej ogólnej postaci iloczynu wypada 


аабал «+ ‚@ Duas 04,2, ۰°. hn 


н—1 anabi, ... sân tbn, ац) « + * lnm 
D'D'=(— 1) $ 
„ОРЕКЕ ONAL DAES 


dn; ttg бал, ОЕ! 


w razie zaś i = п, mamy 
| 0 "CHR EU, 0 ; UAM e A,n] 
0 none 0 ; Фп, « + « zdan 4 


p'D'—(— 1 ) 
Eg AU vue D i 


bins ..e „nm 0 9. 0 


(^) Wysłowienie to własności, przedstawionej przez związek poprzedni, 
jest odmienne od podanego przez S., lecz wydało mi się prostszem. 
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Np. 
Zn y: | 


Qa, Ds, Cz|.|aa, fa, уг |= 
аз Ó, 6 [50 Вз y 
mait bB + суу, aa Dis 4 егуз, aaa дз + сууз 
= | аза, -Е+@-}- Czy, 0202 F 0282 H sya, азоз + 083 Haya |, 
asa | 0351 | Czyn, Osua- b Bs + Caye, 0303 +- Das T сзуз 
EDIB кар Bi, Mas Bipa, б 
Qai- 0:81, Aaaa- Dafa, asas + Dafa, Cs 
азал -H sdi, азаз + Bbz, озоз-|- 0383, єз 
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ROZKŁAD WYZNACZNIKA WEDŁUG WYZNACZNIKÓW 
CZĘŚCIOWYCH PEWNEJ KOMBINACYI JEGO RZĘDÓW 
RÓWNOLEGŁYCH. DODAWANIE I ODEJMOWANIE 
WYZNACZNIKÓW. SZCZEGÓLNE ROZKŁADY 
WYZNACZNIKA. 


š 50. 
Z systematu elementów danego wyznacznika n-ego stopnia, 
Gydy 2:35 dim 
pes š 
Unis». s Anm 
weźmy jakiekolwiek m wierszy elementów i podpiszmy je pod 


sobą w takim porządku, w jakim po sobie poprzednio następo- 
wały. Z tego zaś systematu mn elementów 


аду 05,25 +. а, m» 


Qy Gio... Qin, 


SETY AB "ed ONY 
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w którym, na mocy takiego ustawienia, jest 
сз; 


zatrzymajmy pewne m kolumn i wypiszmy je obok siebie 
w takim porządku, w jakim one po sobie następują w systema- 
cie danego wyznacznika, Otrzymamy w ten sposób systemat m* 
elementów 

ару Duque Usus 


азр, seee 88,3 
Gp) Usse eey (5,5) 


w którym znowu, z powodu zachowanej tu zasady przy usta- 
wianiu kolumn, jest 
p<q<...<s. 


Wyznacznik tego systematu m? elementów (*) nazywa się 
wyznacznikiem częściowym (2) m-ego stopnia danego wyznacz- 
nika D, lub też (n —m)-ym minorem danego wyznacznika D. 


Dwa takie wyznaczniki częściowe będą różne, jeśli elementy, 
wchodzące w ich systematy, nie wszystkie są te same, a więc 
wtedy, kiedy systematy ich elementów powstają z różnych kom- 
binacyj wierszy czy kolumn systematu elementów danego 


ل ل — ——— 


(!) Wprowadzenie powyższego ustawiania wierszy i kolumn wedlug 
rosnących wskaźników usuwa nieokreśloność, istniejącą u wielu autorów 
względem znaku, z jakim pojmować należy wyznacznik częściowy. 

(2) « Partielle Determinante ». Jacont (Ueber die Darstellung...., 
str. 136). Inne używane dziś nazwy sg : Unterdeterminante, partiale 
Determinante, Subdeterminante, Minor determinant, déterminant mi- 
neure і t. d. CAUCHY (1. c. str. 96) uważa te wyznaczniki jako elementy 
systematu, który nazywa « systëme dérivé ». 
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wyznacznika. Ponieważ różnych kombinacyj z n wierszy po m 


Р nN — n[n—1)...(n—m--1) = , : 
jest ML уе", wiec tyloma sposobami 


możemy zatrzymywać po m wierszy zpośród n wierszy danego 
systemalu. Każda grupa tych m zatrzymanych wierszy posiada л 
š 4 n z t 
kolumn, z których możemy (S) sposobami zatrzymywać po m 
(kolumn), t. j. z kazdéj takiej grupy m wierszy można utwo- 


LANE : ; UA 
rzyé (я) różnych systematów m* elementów. Że zaś takich 


różnych grup po m wierszy jest (я), więc wszystkich róż- 


nych m-ego stopnia wyznaczników częściowych danego wyznacz- 
nika n ego stopnia jest (!) 


(7) Ë EN WF A Ti. n ye 1.2...n 3 
m) Wm] lm) ~ \n—m/  V.2...m.1.2...m—m)/` 


ә 


Dany więc wyznacznik n-ego stopnia posiada (1) = 
n MES Ny T : 
=(„ 4) =n?” wyznaczników częściowych pierwszego slo- 
pnia (oddzielne elementy danego wyznacznika) czyli (n—1)-szych 
minorów, i tyleż wyznaczników częściowych (#— 1)-ego sto- 
pnia, czyli pierwszych minorów; (2)=( T )= sint? wy- 
t 2 n—2 4 

znaczników częściowych drugiego stopnia, czyli (n— 2)-ich 
minorów, i tyleż wyznaczników częściowych (n —2)-go sto- 
pnia, czyli drugich minorów, i t. d. 


(1) CAUCHY, (I. c., str. 95). 
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Jak oznaczać takie wyznaczniki? Wskaźniki 


Da etc, us 
tworzą pewne kombinacye zn liczb 

О ът 
ро т. Owóż wypiszmy wszystkie (n) =p kombinacyj ztych n 
liczb po m w takim porządku : naprzód postawmy, jako pierwszą, 
kombinacyę 


1, 2,..., n—1, m, 


która ma tę własność, że iloczyn liczb, ja tworzących, jest naj- 
mniejszy z iloczynów liczb składających którąkolwiek kombi- 
nacyę; następnie, jako drugą, piszmy tę kombinacyę, której 
iloczyn liczb, do niej wchodzących, jest najmniejszy z iloczynów 
liczb każdej z pozostałych (po wyłączeniu pierwszej) kombi- 
пасу}, i t. d.; wtedy ostatnią będzie kombinacya 


n—m--1, n—m--3,..., n—1, n, 


gdyż iloczyn jej liczb jest największy z iloczynów liczb każdej 
z tych „ kombinacyj. W takim porządku ustawione kombi- 
nacye oznaczmy po kolei cechami (*) 


tk My adr 


(1) GavcHY (1. c.. str. 94) wskazuje takie właśnie oznaczenie kombi- 
nacyj i przeprowadza je dość (choć niezupełnie) konsekwentnie. Cecho- 
wanie to sprawia, jak to zobaczymy, że formuły wielce wyraźnemi się 
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Jeśli w ten sposób kombinacya n, 8,..., s opatrzona została 


cechą i, kombinacya zaś p, q,..., s ma, jako cechę, liczbę k, 


stają. W celu zastosowania tego oznaczania należy tu dowieść pewnej 
jego własności, z której wypadnie zrobić ($ 51) użytek. 

Jeśliśmy już utworzyli, we wskazany sposób wypisali jedna pod druga 
i pocechowali wszystkie u. kombinacyj z n liczb 1, 2,...,n. po m, to 
w drugiej kolumnie wypisujmy wszystkie п — m liczb, które w tamtą 
nie weszły. Te nowe grupowania ро n—m liczb przedstawią nam 

n n M A A 5 ' 

wszystkie („=(= kombinacyj z tychże n liczb 1, 2,...,n 


po n— m. Tak więc będzie w pierwszej kolumnie 


4, 9,...,m—4, m, z cechą 1; 

A; 2,...,m—1, m-4-1, z cechą 2; 

% 2,....m—1, m2, z cechą. 8; 
m=n--i, m—n4-2,..., n—1, n, z cecha р; 


à w drugiej kolumnie 
mH, m-2, m+3,..., n, n; 
m, m2, m-4-3,..., n—1, n; 


4, PA 8,..., m—n—1, mn; 


Poniewaz iloczyn wszystkich liczb obu kombinacyj któregokolwiek wiersza 
tych dwu kolumn jest stale równy liczbie 


1.2.3... m(m-- 1). ..(n — 1)n = N, 


więc kiedy liczby kombinacyi 1, 2,...,m tworzą iloczyn najmniejszy 
z iloczynów liczb wszystkich kombinacyi po m, to iloczyn liczb kombi- 
пасуі m-H1, m-4-2,. .,n jest największym z iloczynów liczb kombi- 
nacyj po n— т. Podobnie znajdziemy, że największym z pozostałych 
iloczynów liczb kombinacyj po n — m jest iloczyn liczb pozostałych po 
wzięciu liczb, tworzących kombinacyę po m, mającą iloczyn najmniejszy 
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to wyznacznik m-ego stopnia wypisanego wyżej systematu m? 
elementów możemy w ogóle tak oznaczyć: 


Apr Оп, 0,3 
азр, Q3,qy:::3 (3,5 


= ¥ + a, LSID „A =4), 


(ip, Әуе) ss 


z pozostałych, i t. d. Gdy więc kombinacyom po m nadane sa właściwe 
cechy w porządku 
1, 2, 8,...,—2, p— 1, р, 


to w drugiej kolumnie stojącym kombinacyom po n — m należy dać cechy 
w porządku © 
m ®—1, 5 —2,...,9, 2, 1, 


tak, że, wogóle, kombinacyi m liczb, opatrzonej cechą i, odpowiada 
kombinacya pozostałych n — m liczb, opatrzona cechą р — ¿-F 1. 


Np., z sześciu liczb 4, 2, 8, 4, 5, 6 tworząc kombinacye po 4 i wypi- 
sując obok szeregi pozostałych za każdą razą liczb, otrzymamy kombi- 


nacye z tychże 6 liczb po 2 i będzie (e =(,)-()= 15): 


iloczyn cecha pozostałe iloczyn cecha 
liczby 
1, 2, 8, 4; 24; As 5, 6; 30; 15—15— 14-1; 
1, 2, 3, 5; 30; 2; l, 6; 24; 14—15— 924-1; 
4, 2, 8, 6; 36; 8; ^, 5; 20; 13—15— 34-1; 
1572, 45/83 40; ^; 9, 6; 18; 12—15— 4-1; 
4, 9, 15:6; 48; 5; 8, 5; 15; 11—15— 541; 
4; 2, id 60; 6; 5, M; 12; 10—15— 64-1; 
1, 9, 4, 5; 60; 7 2,6: 19; =15— 7+-1; 
15 9,.4, 6; 72; 8; 2, 07 10; 8—15— 84-1; 
4, 8, 5, 6; 90; 9; 2, 45 8; 7==15— 94-1; 
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w szczególnym przypadku mamy 
Gay de ayer dr; 
Az yy 053, 05, 
— E a, „03... dis 


Ga, Ae G, 
taki wyznacznik dy: t którego wszystkiemi glównemi elemen- 
tami sa, jak widzimy, elementy glówne danego wyznacznika, 
nazywają głównym (n—m)-ym minorem danego wyznacznika (*). 
Wszystkie ar wyznaczników częściowych meego stopnia 


danego wyznacznika, czyli jego (n — m)-ych minorów będą 
więc 


(m) (m) (m) 

1,1, AOS 1,23 

(m) (m) (m) 

dal, 0a. 2,8 

(m) (m) (m) 

(LEJ dy 2523: d, s 

iloczyn сесһа pozostałe iloczyn cecha 
liczby 

4, 4, 5, 6; 120; 10; 273; 6; 6—=15—10+1; 
2, 8; 15. 5; 120; 11; 1, 6; 6; 5=15—11--1; 
2.8, 4:6; 144; 12; 1, 5; 5 1—15—12-42-1; 
2, 9, 5, 6; 180; 13; 4y As ñ; 8=15—13+-1; 
‚ 1, 5, 6; 240; 14; 4, 8; 3; 2—15—14-1; 
3, 4, 5, 6; 360; 45; 4 9; PE 1—15—154-4. 


(1) < Hauptminor > 


. « Mineur principal. » 
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i tworzą systemat wyznaczników częściowych m-ego stopnia da- 
nego wyznacznika (1). 


"Np. Gdy dany jest wyznacznik 4-ego stopnia, 


аа, а, аз, Us 


024, 0223, 023; Qos 


D= SNA 


0534, 03,3; 033, dzą 


(ia 042, 043, 044 

to wyznacznik np. 

(345 02,3, 02,4 

азл, (3,3, 03,4 

аза, буз, 04,4 
jest jego pierwszym minorem, czyli jego wyznacznikiem częścio- 
wym trzeciego stopnia; wyznaczniki np. 

аэ, dy, зз, Gos 


03,2, 034 азз, 034 


są jego drugiemi minorami, czyli jego wyznacznikami częścio- 
wemi drugiego stopnia; element np. 


(13,4 


jest trzecim minorem danego wyznacznika, czyli jego wyznacz- 
nikiem częściowym pierwszego stopnia. Wyznacznik dany 


(2) « Système dérivé» (CAUCHY), « System von Subdeterminanten > 
(BALTZER). f 
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ma wszystkich wyznaczników częściowych pierwszego stop- 


4\2 
i 46: 
nia G) › 
(4) (1) 
d,4,— 0,4; dy a Z 0123.65 


wyznaczników częściowych drugiego stopnia ma on f == 


z liczb 1, 2, 3, 4 wszystkie (2) =ü kombinacyj po 2 sa: 


1, 2 zcechą 1; 2, 3 z cechą 4; 
t, 3 š; 2,4 5 
1,4 3; 3, 4 6; 


36 wyznaczników częściowych drugiego stopnia sa: 


(445 04,2 2) 
= €33,44; 

азд, 42,2 

044, 04,3 (2) 
— Æ d4,402,3 = d: 

аза, 093 

ааа, 04,2 (2) 
= s l ааз ә = dzą: 

азд, 03,2 

ад, 04,3 (2) 
=£ a, аз, 3 =dą aye. 

аза, 43,3 


Wyznaczników częściowych trzeciegostopnia nasz wyznacznik po- 


siada (3) = 16; kombinacyj zliczb 1, 2, 3,4 po 3 jest G (= 4: 


1, 2, 3 z cecha 1; 1, 3, 4 z cecha 3; 
1, 2, 4 2; 2,3, 4 4; 
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16 więc wyznaczników częściowych trzeciego stopnia są: 
04,45 04,23, (4,3 
(3) 
C24, Qa, (3,5 | =E E A 402 „203,5 =) 43 
03,45 03,2, @зз 
04,45 04,2, С 
(3) 


(2,45 03,8, @з | У 04,403,905, — d, э}... 


аза, 03,2, 03,4 


š 54. 


Jeżeli wszystkie te liczby z szeregu liczb 
155%, 60; Ж==1,'п, 
które pozostały po wzięciu m liczb 
35105 Am U 


tworzących kombinacyę z cecha ¿, wypiszemy w porządku 
rosnących liczb, to te n—m liczb, które nazwijmy 


ө...) Y 


(gdzie więc ç <) <... < y), tworzą kombinacyę z tychże n 
liczb po n—m z cechą w — i 4-1 ($ 50, przypisek), Podobnież, 
jeśli po wzięciu m liczb kombinacyi (z cechą 4) 


Poa 8 


pozostałe 2» — m w takimże porządku wypiszemy, to te liczby 


ТОШ,» vo 3 0 
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(t<u<...<v) tworzą kombinacyę z n liczb 1, 2,.. 
ро n—m zcechą р — k-41. 


e n 


Każdy z układów 
"Ыз с» $ Ф, dy 1 2 +5 y, 


Pis 055055 a cna © 


przedstawia szereg liczb 1, 2,. .., n; oznaczmy liczbę zmian 
pierwszego (w którym może być np. 8 > 9) przez s, drugiego 
zaś przez s. Wtedy (š 24) 

t; + tk ` 
D=$-EG; 1+++@т,т@т +1,m+1::-*n.n =(— 1) Уа, pee «0,8715 tes sly y 


Uns +++, (is Qut ry dyw 
| . . 
Eit Skj aspi « 125 Que Go у (Gy 
D= (— 1) 
| fam e, ху Atys 1:5 dowy 
Qs p o OW ау,» ази, ..., ау 


Wyznacznik częściowy systematu elementów ostatnich n—m 
wierszy i ostatnich п — m kolumn (które to wiersze i kolumny 
ida po sobie w tym samym porządku, w jakim one następo- 
wały po sobie w pierwotnie wziętej postaci wyznacznika 
D —E€-a54.5,»..05,;) jest (850) wyznacznikiem częścio- 
wym (n—m)-ego stopnia wyznacznika D: 

ds, Az us: dowy 
Arty Mus, My (n=m) 
= E =a, Qu dy jd, іка 


` . . B B . 


йун, Ayus m йу 
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Do ulwozzenia tego wyznacznika były wzięte wszystkie te 
wiersze i kolumny, które nie były użyte przy tworzeniu wyznacz- 


: AE (m) ; (n—m) 

nika częściowego dix; dlatego wyznacznik d, _; +la—k+1 DA- 

zwiemy (*) wyznacznikiem częściowym danego wyznacznika, 
Ak - е. ГА: 

dopełniającym wyznacznik częściowy dix; i wzajemnie: wyznacz- 


a G WU z ze ' 
nik dix jest wyznacznikiem częściowym danego wyznacznika, 
(n—m) 


dopełniająacym wyznacznik częściowy d,_; 41a ie 


Iloczyn dwu wyznaczników częściowych danego wyznacz- 
nika, wzajem się dopełniających, poprzedzony właściwym 
znakiem: 


+ (m) (n—m) titik 
(—1) ids 4 —k +1=(—1) Уа, p.. +4 Ey t. Qu, 


przedstawia zebranie pewnych wyrazów wyznacznika 


š; + Ek 
(— 1) Ea, passa, tey „=D, 


mianowicie, zebranie tych wszystkich wyrazów wyznacznika D, 
które powstaną, jeśli układ np. drugich wskaźników elementów 
jego wyrazu głównego zastępować będziemy różnemi przemia- 
nami, nie wprowadzającemi jednak żadnego z n—m ostatnich 
wskaźników na żadne z początkowych m miejsc (a tem samem: 
i wzajemnie). Iloczyn więc ten przedstawia zebranie tylu wyra- 
zów wyznacznika D, ile otrzymamy wyrazów z pomnożenia 


ы з (т) f ; (n=m) UAE 
wielomianu d; x przez wielomian d, i. „в + +. Ze zaś pierwszy 


ma 1.2...” wyrazów, drugi 1.2... (4—m), więc ten iloczyn 


(1) CAUCHY : « termes complémentaires. > (l. c., str. 98). 
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dopełniających się wyznaczników częściowych danego wyznacz- 
nika D jest zebraniem jego 


1.2...m,1.2... (n—m) 
wyrazów. 
Jeśli zebranie tych wyrazów przedstawimy przez 


(m) (m) (m) 
dz кА к= а, р. : + 0a Ai 


to z porównania z poprzedzającem ich wyrażeniem, wypada, że 


(m) Sitk (n—m) 
A= — 1) аааз къаз 


š 


" 
25 ару 


= E4 7 


w szczególnym zaś przypadku 
(m) 
AG z+Z E d. ge. (4 „+ 
zx O) ! TIME Ç 
Ilość Aix nazywają (!) ilością dołączoną do wyznacznika czę- 


ściowego di М Ilość więc dołączona do wyznacznika częściowego 
SE a, ,...a,; danego wyznacznika D=Z+=a4...du,n jest jego 
dopełniającym wyzracznikiem częściowym X--4,,...0,v, pO- 
przedzonym znakiem -} lub —, stosownie do tego, czy układy 


^ ` 
ү, 905 «5. $ 9, Н T 


р, 45-5-5900... 0 


do jednej, czyliteż do różnych klass należą. Wyznacznik czę- 


(!) BALTZER : «eine adjuncte Determinante. » (І. с, , 4-te wydanie, str. 10). 
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ściowy m-ego stopnia danego wyznacznika n-ego stopnia, 
pomnożony przez tak określoną jego ilość dołączoną, przedsta- 
wia dokładnie (wraz ze znakami) zebranie 1.2...m.1.2... (n—m) 
wyrazów danego wyznacznika. 


$ 52. 


Jeśli z tych samych m wierszy (mających liczby n, 2,..., с jako 
wskaźniki), lecz z innej kombinacyi m kolumn, np. zkombi- 
nacyi m kolumn, mających jako wskaźniki (wzrastające) liczby 


9, h, PE 2) r, 
tworzące kombinacyę, opatrzoną cechą /, utworzymy syste- 
mat m? elementów, to wyznacznik tego systematu będzie ($ 50) 


(m) 
Z == a, gla, +. ард. 


Według wprowadzonego znakowania jego ilosć dołączona 
(m) 
jest Az. Iloczyn zaś 
(m) (m) 
i LM, 
przedstawia 4.2...n.1.2... (n — m) wyrazów danego wyznacz- 
nika. 
Dwa wyrazenia 
(ш) (m) (m) (m) 
Üi kN, di Mi, 
przedstawiają różne wyrazy danego wyznacznika, t. j. żaden 
wyraz, ujęty w pierwsze wyrażenie, nie znajduje się pośród 
wyrazów, wchodzących w drugie, i wzajemnie, a to dla tego, że 
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w każdym drugie wskaźniki początkowych m elementów należą 
do różnych kombinacyj (š 51). 


Jeśli, wziawszy m wierszy systematu elementów danego 
wyznacznika, odpowiadających kombinacyi z cechą i, będziemy 
tworzyć wszystkie „ kombinacyj po m kolumn, to otrzymamy 
p wyznaczników częściowych 


(m) (ж) (m) (m) 


it» 833 +09 2 ika 9.» 2 іл. 


Mnożąc każdy przez odpowiednia ilość dołączoną i tworząc 
summe takich iloczynów, mieć będziemy 


(m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) 
dada +diaAia + + + ` + di кА c s „=. amr 


Każdy z tych р składników jest zebraniem 1.2...m.1.2... (n—m) 
wyrazów danego wyznacznika. Nadto, żaden wyraz wyznacznika 
nie wchodzi jednocześnie do dwu lub więcej składników, 
czyli pewien wyraz wyznacznika wchodzi w jeden tylko z tych 
składników. Zatem ta summa jest zebraniem 


p. A.2...m.4.2 ..(n=m)= 


Жоп , 
RZ ZO Әт) 12 Y 
[3..m.L.3..(n—m) " ( ) 


różnych wyrazów wyznacznika D, czyli przedstawia (ze scisto- 
ścią co do znaków, $ 51) wszystkie wyrazy — przedstawia 
dany wyznacznik: 


(m) (m) (m) (m) (m) (my 
di A; dia Aia | ‚„..-„Ф4А „ ED, 
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czyli 
taj (m) (n—m) gt im) (nm) 


DeL за АИ Mus s]... Ë 


sti, (m) (n—m) 


+(— 1) К, БЕЗГЕ 


ex ( d i y 


i,kTu—i+1,u=—k+l 


u it tk 
m (—1)  Xza,,...6,59 3- 0, 4.1.04 y)> 


gdzie znak summy odnosi się do wszystkich, od 1-szej do p-ej, 
kombinacyj pomliczb,które kolejno zamiast ukladu p,q,....s(przy. 
jednoczesnem zmienianiu pozostałych wskaźników : £,u,...,v) 
postawić należy, i do wszystkich odpowiednich wartości 
liczby tk. 


Gdybyśmy, zamiast zatrzymywać z systematu elementów 
danego wyznacznika pewne m wierszy, zatrzymali m kolumn, 
odpowiadających kombinacyi z cechą k, a z takiego syste- 
matu mn elementów w rozmaity sposób zatrzymywali po m 
wierszy, to podobnież znaleźlibyśmy (!) 

(m) (m) | (m) (m) (m) (m) 
dy kA1 k-H da A: k- ... Hy кА, к= р, 
czyli 
Sitk 
Уа, р... У H7 0, 3 


gdzie znak summy ma znaczenie podobne, co poprzednio. 


(1) Cavcuv (l. c., str. 99). 
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Jeśli z systematu elementów danego wyznacznika n-ego stopnia 
weźmiemy m rzędów równoległych, utworzymy z tych mn ele- 


mentów wszystkie (8) wyznaczników częściowych m-ego sto- 
pnia, każdy pomnożymy przez jego ilość dołączoną i te iloczyny 


dodamy, to otrzymamy dany wyznacznik. 


Jestto więc rozkład wyznacznika według wyznaczników częścio- 
wych pewnej kombinacyi m rzędów równoległych jego systematu 
elementów. 


Np., rozłożymy wyznacznik czwartego stopnia 


[NT 04,2, 04,3, d14 


аза, ر2,2“‎ азз, азд 
азл, (зз, “33 (3, 


[Gy As dys, dy 


według kombinacyi drugiej i czwartej kolumny syslemalu jego 
elementów. Składników będzie (= odpowiednio do kom- 


binacyj wierszy 


1, 2 zcechą 1; 2, 3 z cechą 4; 
153 š; 9, 4 5; 
1, 4 3, 3,4 6; 


rozkład więc wyznacznika D według kombinacyi kolumn dra- 
giej i czwartej (opatrzonej cechą 5) będzie : 


http://rcin.org.pl 


TEORYA WYZNACZNIKÓW. 
960.05. 000,00 060. @ @ 
D—4, 5А, 5-9 sA2,5+d3 5A3,5-ds sA4 4-0 А5 5-4 „Ав, 
=—Ӱ + (4 зз D = азай з +> = (4,205 4X = Q2,404,5 — 


— X4, „204 4X E аз 403 з — X E02,23 42 E а 404 3 -H 


+X E 05,904,419 = а 403,3 —Z E аз за, = (4 402,3 


аз, (44 аза, Gs 
Q2,2, Ma Gi 043 
йаз, U, азл, (02, 
— elc. 
05,2, азд ацл. dys 


Jeśli raz rozłożymmy wyznacznik według pewnej kombinacyi m 

wierszy, opatrzonej cechą č, drugi zaś raz według pewnej 

* innej kombinacyi m wierszy, opatrzonej cechą j, to, według 
powyższego, 


(m) (m) (m) (m) (m) (m) 
44А FdisAis +... + di, Ai, =D, 


(m) (m) (m) (m) (m) (m 
а Аза dj, Aj- ГАГ + dj „Aj =D. 


Jeśli jednak utworzymy wyrażenie 


(m) (m) (m) (m) (m) (m) 
d, Aja + di A; 2+ ë w: + dj „Aj a» 


: z тү А (т) (т) (т) 
to, zgodnie ze znaczeniem ilości Аул, Ау... Ау„, przedsta- 


wia nam ono to, co otrzymamy, gdy w systemacie elementów 
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danego wyznacznika zastapimy n— m wierszy (nie należących 
do kombinacyi m wierszy z cechą 7), tworzących kombinacyę 
z cechą &—i-L-1, przez n—m wierszy (nie należących do 
kombinacyi m wierszy z cechą j), tworzących kombinacyę 
z cechą u—j--1. Że zaś dwie kombinacye n—m wierszy z ró- 
żnemi cechami р — 2-4-1 i y —7--1 różnią się, co najmniej, 
jednym wierszem, więc w kombinacyi z cechą u —j -]- 4 znaj- 
duje się przynajmniej jeden wiersz, który nie wchodzi do kom- 
binacyi z cechą u —-]- 1, a tem samem wiersz, należący do 
kombinacyi m wierszy z cechą 7. Skutkiem zatem takiego 
zastąpienia w systemacie elementów danego wyznacznika kom- 
binacyi n— m wierszy z cechą u —#--1 przez kombina- 
суе n—m wierszy z cechą р —7 4-1, w systemacie elemen- 
tów znajdą się, co najmniej, dwa jednakowe wiersze elementów, 
skutkiem czego wypisane wyżej wyrażenie jest tozsamosciowo 
równe zeru. Możemy więc wogóle powiedzieć: 


Jeśli ilość dołączoną do wyznacznika częściowego m-ego sto- 

g (m) 4 Ç (m) 
pnia dix danego wyznacznika D stopnia n-ego, nazwiemy Ask, 
to każda z summ 


(m) (m) (m) (m) (m) (ш) 
di Agam зА. < š rdi, Ag, =D, lub —0, (1) 


(т) (т) (т) (т) (m) (m) 
hdr w Hdzzazz+ s Pd AD, lub=0, (2) 


stosownie do tego, czy k jest taż samą liczbą, eo i, czy też k 


jest różne od 1. 


Skutkiem tego między (w) =P ilościami dołączonemi 
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do p? wyznaczników częściowych m-ego stopnia danego wy- 
znacznika D stopnia n—ego ($50) t. j. ilościami 


(m) (m) (m) 
Аз, А‹ э, $ э» „Arp 


(m) (m) (m) 


As Аза... . „Aa 


(m) (т) (m) 
Ан, ПРЕ: РЗ 
tworzącemi systemat dołaczony do systematu wyznaczników czę- 
ściowych m-ego stopnia (*) danego wyznacznika D (o którym mó- 
wiliśmy w § 50), i temi wyznacznikami częściowemi ma 
miejsce p? związków (°) typu (1) 


(m) (m) (m) (т) (m) (ml 
d. A, a o dy „А a —D,... dia A 1.1. 


(m) (m) (m) (m) (m) (m) 
di, ZU . „дьа At. + dą „Ay p = 0, 


و 4 . . . . . . . . ` . ` . 


ORL c т 4 GAME: + 
(m) (m) (m) (m) (m) (m) 
dA =D, .  « Gada +. + S 0, 
: DOŻY. 

(m) (m) (m) (m) (m) (m) 


dadza +. m + di „Ay = 0 ›*+*› di A... .. 


(m) (m) (m) (m) (m) (m) 
di „Aaaa = D,. , EU MY. v =- ... + аа =] " 


i tyleż związków typu (2). 


(i) Caucar : «systèmes derivés complémentaires. э (l. c., str. 98). 
(3) CAUCHY, 1. c., str. 101. 
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$ 53. 
W przypadku, kiedy m = 1, jest ($ 50) 
(1) 
di k= liks „=(|)=п, 


liczby zmian układów ($ 51) 
BOŻA ааз. Pe, EHH, әс. ы 3 
Ed MONETĘ Ras MD "u maq 
sa, jak widzimy 


| tit Ek i+k—2 i+k 
g=l—l, gy =k—l, (—-1) =(—1) =(— 1) , 
a wyznacznik częściowy dopełniający ($ 51) jest 


йа y. Camas Оаа sees dy n 


(1) 
Pj pay, CA kay Ci k+l eg Ui aun qeu rm 
m ¿ 
Gi 1455 Dia kis ъала = dn iink 
апд унну dkt бак+а, (nam 
skutkiem czego ($ 51) * 
йа, +e бк, Ü kei) ce, an 


Qj 445 бл; Cit kriye, i=in 
(1) itk 


Ак=(—1 
i=l ) Qi yet Miti kt; dięt алуу Оп 
Әһлу =s» Un k—1> An,k+4y +) Anm 
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0,4, 5, Mint (ist c, бүл 


(4) Qj—145:, 0141—45) аваз dion 


A; = Ш 


Qir 19°, 0314—45 Cistitis Misan 


Ans ө» 914—4 Üpmds4y я) Onm 
(1) a) 
t.j. Ai, i Aj; przedstawiają toż samo, co w § 25 było ozna- 
czone przez A;, i А; х. Dlatego też wszystkie systematy i związki, 
wyprowadzone w $ 52-im, przechodzą w odpowiednie wypadki 
badań $$ 25 i 27. 


Rozkład więc wyznacznika według elementów pewnego rzędu 
jest szczególnym przypadkiem rozkładu według wyznaczni- 
ków częściowych pewnej kombinacyi rzędów równoległych. 
Wszystko zatem, czego nadal dowiedziemy o ogólnym rozkła- 
dzie wyznacznika według wyznaczników częściowych kombi- 
пасу} rzędów równoległych, odnosić się także będzie do 
rozkładu wyznacznika według elementów rzędu. 


е (3) 
Umówmy się nadto, aby, ilekroć nam wypadnie pisać Aix, 
odrzucać wskaźnik (1) u góry i pisać, zgodnie z umową poprze- 
dnią (š 25), wprost A;x. 
š 54. 
Gdy dane są dwa wyznaczniki 
Qi 15, Clin biases Den 


D=|. 


“пуз, дт Daa TII ba " 
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(m). (m) | 

i gdy, w ogólności 2: i Bi, są tem samem dla wyznacznika D", 
(m) (m) . : 

czem Ф: i А; dla wyznacznika D', to, jak wiemy (S 52), 


(m) (m) (m) (m) 
d, KM RSA > А, 1 +.. ‚+ di. Aoro; lub ==0); (1) 


(т) (т) (т) (т) (т) (т 


(т) 
Oka Bia -H dk «Вә -- da F ôk „Bir „ =D", lub=0, (1) 
stosownie do tego, czy k=l, czy też k jest różne od /. 
Jeśli w systemacie elementów 


0,45 5, Um 


(2) 


U 


Ands- +--> Фат 


każdą po kolei z p= M kombinacyj po m wierszy zastępo- 


wać będziemy pewną, wciąż jedną i tą samą, kombinacya m 
wierszy systematu 
bas v $ 10$ bin, 


; (3) 
LATA ..., Dn ma 
np. kombinacyą z cechą 4, to otrzymamy w ten sposób y 


systemalów po n? elementów; wyznaczniki tych systematów 
nazwijmy po kolei 


Аз Gia; * * * » Qip 
Jeśli następnie w systemacie (3) pewną, wciąż jedną i ta 


samą, kombinacyę m wierszy, np. kombinacyę z cechą 7, 
zastąpimy każdą po kolei z „ kombinacyj po m wierszy syste- 
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matu (2), to otrzymamy podobnież u systematów po n? ele- 
mentów; wyznaczniki tych systematów nazwijmy po kolei 


Bt» Pa, ‚++, Paj 


Rozkładając wyznaczniki а i wyznaczniki $ według wyznacz- 
ników częściowych kombinacyj wstawionych rzędów, mieć 
będziemy 

(m) (m) (т) (m) (m) (m) 


aia = ĝi A, I Lisa. . . 48 


{КМ „ay 


(m) (т) ] (т) (т) (m) (m 


zi 2 = ĝi Àa4 7-942452 -]- ... di „Аз, (4) 
(т) (т) (т) (т) (m) (т) 


Gi p Zdj A1 1-912 4,2 + 3T 37 di mA aus 


jakoteż 


(m) (m) (m) (m) (m) (m) 


u= d, Bs аач... Ву, 


(m) (m) (m) (m) (m) (m) 

Bj = ds Bj, - d; Bj + . . . --Ф „Ву, (9) 
, 
(m) (m) (m) (m) (m) (m) 


Baj = d, Bja | du B; s + . . . +d, Bj. 


| т) 
Mnożąc obie strony pierwszej z równości (4) przez d dru- 


(m) (m) 
giej przez d;,..., ostatniej przez d, k, a tak pomnozone doda- 
jac, otrzymamy w summie po prawej wszystkie spółczynniki 
przy ilościach 


(m) (m) (m) (m) 
фа, ° * * 5 Ок—1, i,k + 435555 OM 
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: (m) 
podług (1) równe zeru, spólezynnik zaś przy 2; х będzie =D’, 
co uwzględniając, otrzymujemy z dodania następujący związek: 


(m) (m) (m) (m) 
' 
ai, dı ча ada iL . . F ai ud, 8; 4D. 


Kladactu (=1, 2,..., w ite р równości 


(m) 


(т) (т) 
Gi, ydy, kal: 2b. T ... La ady = D', 


(m 


(m) (m) ) т) 
wi Ady 2 -Hai edz 2-4 С -l-ai d, з ==”, 


(т) (m) 


аі, idi, „4-а, "as zh РЕГЕ -+F ai, ady, = Жу 


(т) (т) 
mnożąc je: реген przez Вул, drugą przez Вуз, .. 


ostatnia przez B, ю a tak pomnożone dodając, otrzymamy, 
przy uwzględnieniu związków (5), 


mi Bo j d aib + . . + oi = 


(m) (m) (m) (m) (m) 5) 


= di B; -1-2i,3Bj s-|- +. . Edi „B; „/D' 


4:9 


Jesli j=j, to po prawej spółczynnik przy D' jest, podług (1), 
wyznacznikiem D”; jeśli zaś j jest różne od ¿, to ten spół- 
czynnik jest zerem. Możemy więc powiedzieć: 


Summa iloczynów (*) 
ai aij ai 2825... FH aiba j =DD, lub —0, 


stosownie do tego, czy |== i, czyteż j jest różne od i. 


(!) SYLVESTER, Philosophical Magazine, 1851, IL, str. 142, i 1852, 
И, str. 342. Zasadę powyższego dowodu podał BRIOSCHI, La teorica dei 
determinanti (Pavia, 1854, wyprowadzenie formuły 63-ej). 
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W razie więc j —7, mamy: 
Iloczyn dwu wyznaczników n-ego stopnia, D' i D", równa 


się summie (2) tloczynów po dwa wyznaczniki : jednego, powsta- 


łego z wyznacznika D' wskutek zastąpienia kolejno coraz innej 
kombinacyi m rzędów przez pewne (wciąż też same) m rzędów 
wyznacznika D", drugiego zaś, powstałego z wyznacznika D" 
wskutek zastąpienia wziętych zeń m rzędów przez usunięta z D' 
kombinacyę m rzędów. 

W przypadku m=l ($ 53), mieć będziemy: 


Iloczyn dwu wyznaczników n-ego stopnia, D' i D", równa sie 
summie iloczynów po dwa wyznaczniki г jednego powstającego 
z wyznacznika D' wskutek zastapienia kolejno coraz innego rzędu 
pewien 1 zad wyznacznika D”, drugiego zaś powstałego z wyznacz- 
nika D" przez wstawienie zamiast rzędu, zeń wziętego, tego rzędu 
wyznacznika D”, który był usunięty przy tworzeniu pierwszego 
czynnika. 

Np., gdy 


i1, бз, Q3 UWE bis, biz 
D'= ass asa, “23|, D'= bs ба, bea 
азау Qa, (aa һа, баз, 03 


to mamy: 
baa, бз s, ba bas bia; bis | 


аза, (22, Azs) . |4, U фз -- 


0534, 032; 43 | 03.1, 03,2, баз 
аа, 0,2, (4,3 UWR 0, э, 01,3 
-!- ba 4, бә э, 03|. 0245, (0252, Q2, -- 
аза, 03,2, (a бал, баз, bya 
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Gi 012, 043 йа, Dos бз 
+ @за› 6022, 03|. |Q3z4, зз, d33 =DD; 


bia, bą s, бъз | baa, бз a, bz a 


2,U*2,2 


-]- Z3: a, б» 20 38 E б, лаз әз 3 E = а, лаз эб» з Z E 04,403,505; 


jakoteż (jako przykład j różnego od 7) 


@ 


b, ^ bis бз 


бз 
йэ з l 
аз з 
йаа бз MU, bia bie bis 
3,3 
аз 


$ 55. 


W $52-im wyprowadziliśmy związek 


Z Gj-rek (m) (m) 
= + M 42,2. . «dn п -*(c 1) di di +tvu=k+ 1) 
pe ejt ek ) 
=S(-1) E = a, p. + «dy sE а... -Qyv)* 


i 
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3 s з Tr : 
gdzie znak X, odnosi się do wszystkich od 1-ej do „-ej kombi- 


nacyj m liczb, które zamiast układu pierwszych wskaźni- 
ków x, 3,..., Ç (a więc przy jednoczesnem zmienianiu 
pozostałych wskaźników ç, 2,. .. , $, &51) podstawić należy. 
Uogólnimy ten związek. 


Szereg liczb 
. 1, 2, 8,..., y mi, п 


podzielmy na dowolne części: niechaj w pierwszej będzie m, 
liczb, w drugiej ms liczb,..., w ostatniej nakoniec, s-ej, 
niechaj będzie me liczb, tak, że 


m,--mai--ms;-4-...--m,-—nm. 


Nastepnie z systematu elementów  danego wyznacznika D 
wybierzmy pewne m, kolumn ze wskaźnikami 


° D, 4»:::> S 


(р<0<...< х), tworzącemi kombinacyę za liczb 1, 2,..., п 
po my, opatrzoną cechą kı; w tych zaś kolumnach zatrzy- 
majmy pewne m, wierszy ze wskaźnikami 


Oe MIA 


(n <3 «... €, tworzacemi kombinacye z tychże n liczb ро my, 
opatrzoną cechą ù; wten sposób utworzymy systemat m? 
elementów. Z pozostałych n — m, kolumn wybierzmy pewne m: 
kolumn ze wskaźnikami 


M Issen A 


(/<10<<...<Л), tworzącemi kombinacyę z tychże n liczb 
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ро ma, opatrzoną cechą ks, a w nich zatrzymajmy pewne mə 


http://rcin.org.pl S 2 
org.pl ve ax 


e 


AV 


wierszy (odmienne od poprzednio zatrzymanych m, wierszy) * 
ze wskaznikami 
By ow stes 
(@<у<...<+), tworzącemi kombinaeye z tychże п liczb ро ms, 
z cechą i; w ten sposób utworzymy systemat m? elemen- 
tów. Tworząc z pozostałych n— m, — m; kolumn i n — m,— ms 
- podobny systemat эл? elementów i t. d., dojdziemy nakoniec 
do tego, że pozostanie nam już tylko m+ nie wziętych kolumn 
ze wskaźnikami 
Éy ЖОКТЫГЫ 
(tuc ... <v), tworzącemi kombinacyę za liczb 1. 2,..., 
po me, opatrzoną cechą ke, a w nich będzie m. wierszy, 
odmiennych od poprzednio zatrzymanych, oznaczonych wskaz- 
nikami 
@ А›,..., Ф 
(р САС... <Y), tworzącemi kombinaeye z tychże n liczb 
po m., opatrzoną cechą i; te elementy tworzyć będą syste- , 
mat m elementów. Wyznaczniki tych systematów 
mj, m, m? m2 
elementów beda wyznacznikami częściowemi danego wyznacz- 
nika D, mianowicie: 
(mi) 
Z = q. yh] d = Ti, ks 
(ma) A 
X E U flr, gesl = dik,» A 
aC A 
(mz) LN GM 
ZE а (bua, Ed; x. P „з? 
3 M 
< 
r „+ 
kas 


299 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 


Ze sposobu tworzenia tych wyznaczników jest oczywiste, że 
w ich iloczynie 


(иц) (ms) (ms) 


di, xli, u i, e, — E e s у... sE O fee pie e E Eds que p 
kazda z liczb 


О О ЕИ 


wchodzi raz tylko jako wskaźnik pierwszy i raz tylko jako wskaź- 
nik drugi, a żadna nie jest opuszczoną. Zatem ten iloczyn, 
poprzedzony właściwym znakiem, przedstawia zebranie pewnych 
wyrazów danego wyznacznika D. Jeśli liczby zmian zacho- 
dzące w układach 


етаго раону WI Мику: D, 


TP EKSTR FOLE ST COR DS T Lo 251 


nazwiemy odpowiednie c; iex, to wyrażenie 


Sitek (m) (ms) (mç) 
(— iR ia ку „кюк = 


Si+ Sk 
=(—1) E E (ps E E Gi. arh E E 0, 4.1.04, p 


przedstawia zebranie 
1.2. Tu 1:4. 908. 51.2. m, 


wyrazów danego wyzhacznika. 


Zatrzymaj my w ostatniem wyrażeniu wszędzie jedne ze wskaż- 
ników, np. pierwsze, a w czynniku X = a, р... s zamiast układu 
drugich wskaźników 


Р, Q... $ 


http://rcin.org.pl 


ROZKŁAD WYZNACZNIKA, — ROZ. VI — Š 55. 223 
] n . & + 
wsławmy wszystkie ( ) kombinacyj z п liczb 1, 2,..., n 
mi 


po mı Obok każdego z takich 0 pierwszych czynników 
1 


postawmy, jako czynnik drugi, każdy wyznacznik otrzymany 
z wyznacznika S-=a,4...a.,, wskutek zastąpienia układu dru- 
gich wskaźników 


(AL sa ASTA 


n-—M; 


przez wszystkie kombinacyj z n—m, liczb pozo- 
y у) р 


Na 
stałych w szeregu 1.2,..., n (po wzięciu m, liczb р, g, 5) 
: n Y /n—m k Т 
po т». Obok każdego z tych ( X si j iloczynów dwu 
m, E] 
pierwszych czynników stawiajmy, jako czynnik trzeci, każdy 
wyznacznik, otrzymany z trzeciego czynnika wyrażenia powyż- 
szego wskutek zastąpienia układu drugich wskaźników przez 
n— Mm — mą 


wszystkie ( ) kombinacye 2 n—mi— m: pozo- 


m; 
stałych liczb z szeregu 1, 2,...,n po ms, i t. d. Olrzymamy 
w len sposób 


n \ /[n— m,\ (п —– т, — ma ma 
m, т» т» np 
— 1.2... m. 2... mz. 1.3. .. ms... 1.9... ms. 
takich wyrażeń, jak powyżej wypisane. 
Zaden z wyrazów danego wyznacznika nie wchodzi jedno- 
cześnie do dwu takich wyrażeń, gdyż w dwu takich wyra- 
żeniach zachodzą różne kombinacye pewnych m, drugich 


wskaźników, przy jednakowych pierwszych wskaźnikach. Ponie- 
waż więc oddzielny wyraz wyznacznika danego wchodzi w jedno 
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tylko takie wyrażenie, a każde z takich wyrażeń przedstawia 
zebranie 


v 
172 md 3. ome 4, h; 


wyrazów, więc summa tych wyrażeń przedstawia zebranie 


ni n—m —m,— = 
( y ; y" mi ye уз... mi4.2.« 1.2 ль 
ml m JĄ m Ma 


zzi n 
wyrazów danego wyznacznika — przedstawia dany wyznacznik. 
Wyznacznik (*) 


Si+ Sk (m) (m) (та) 
ZEG tann Z үе 1) di, ki yk i, к, , 
k 


v ; Si Sk 
-X(- 1) Уа, pez sE E а; eese D ESI IL): 
k 


(!) VANDERMONDE (l. c., str. 524) daje wyrażenia wyznacznika 6-ego sto- 
pnia przez iloczyny wyznaczników drugiego i trzeciego stopni. LAPLACE 
(l.c., str. 304) daje podobne wyrażenia wyznaczników 5-ego, 6-ego 
i 7-ego siopni przez iloczyny dwu wyznaczników, oraz zajmuje się 
ogólną kwestya przedstawienia wyznacznika, jako summy wyrazów, 
będących iloczynami wyznaczników częściowych. CavcnY (l.c. str.99,100, 
110) daje różne ogólne wyrażenia wyznacznika n-ego stopnia przez ilo- 
czyny dopelniajacych się dwu wyznaczników częściowych. JACoBi (De 
formatione..., str. 299) daje ogólne wyrażenie wyznacznika przez iloczyny 
czterech wyznaczników częściowych. SPOTTISWOODE (l. C., CRELLE, str, 298) 
slawia kwestyę najogólniej. 

"Twierdzenie to nosi nazwę : Twierdzenie wyznacznikowe LAPLAGE'a 
(« LAPLACE'sche Determinantensaiz > ). 

GoRDAN, według listu (listopad 1863) CLEBscwa do BALTZER'a, Wy: 
prowadza to twierdzenie z twierdzenia BiNET-CAUCHY ($ 43) о mnożenia 
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gdzie znak Yx oznacza, że, niesmieniajae pierwszych wskazni- 
k 

ków, należy wszystkie kombinacye zn liczb 1, 2,..,n po m 
podstawić kolejno zamiast układu р, q,..., S, a każdą raza wszyst- 
kie kombinacye z n—m; pozostałych liczb po mą podstawić 
kolejno zamiast układu f, &,..., h, š t. d., nadając przytem odpo- 
wiednia wartość liczbie ck, 

Gdybyśmy zechcieli zostawiać nieporuszonemi drugie wskaź- 


niki, to podobnie należałoby rozumieć znak p. odnoszacy sie 
i 


do pierwszych wskaźników, przez który wypadloby zastąpić 
znak 2. 
k 


Np., rozkładając wyznacznik szóstego stopnia 
D= X Æ 4; (s 2003 304 4/15 506,6 
na iloczyny wyznaczników drugiego, trzeciego i pierwszego 
stopni, otrzymamy 2 


1.2.3.4.5.6 _ 


1.2.3.1.2.1 SX 


składników. Jeśli w tem rozłożeniu pierwsze elementy ida wciąż 
w porządku 1, 2, 3, 4,5,6, to 


D= = a, 102,2. E E 03 304 45,5.06,5 ~E ER 403,3,Ż=E03 204 405 ,5.06,6 
У 2: а, лаз 4. ZE 2004 305 ,5.06,6— ZEM 42,5. Z-E03,204,305 4. 06,6 


JE Ea 402,6. EE 03,204,305, 06,5 — X350, даз 94 E 03,203,305 ,5. 06,1 


dwu wyznaczników. (Wyprowadzenie to wyłożone u BALTZER', l.c., 
trzeciego wydania str. 43, czwartego str. 54). 
TRZASKA (Krótkie wiadomosei o wyznacznikach, przypisek do dzieła 
15 
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ZADANIE.— Sprawdzić, zastępując znakowanie VANDERMONDE'a 
($ 17) przez zwyczajne, następujące dane przezeń (*) wyrażenie 


«ШУ, |}. 2 ele. ар کا‎ 
a|blejdje|f alb cldlelf ale 
2.2 sÉ ЕР e а seni 
ДЕА aje ҮГИ; а| 7 Tela a|ó|e| f 
E AU LURE а Ее саве ке. ур 
cje a cl dl dle аг dif асе 
spits ajaj ав. з, —(®. zèle | 
elf ajójcjd ale e|d|e "n a|cid|e 
$ 56. 


Jeśli systemat elementów danego wyznacznika n-ego slo- 
nia jest taki, że elementy pewnych wierszy jego m kolumn 
wszystkie są zerami, to możemy tak przestawić wiersze i ko- 
lumny, aby te zera zajmowały, wogóle mówiąc, prostokątną 
część na skraju kwadratu (*) systematu elementów. 


FOLKIERSKIEGO : Zasady rachunku różniczkowego i catkowego, V. 1, 
1870 r., str. 1049 i następne) zajmuje się zadaniem odwrotnem : twier- 
dzenie BINET-CAUCHY wyprowadza z twierdzenia LAPLACE'a, które « VAN- 
DERMONDE'owem s nazywa. 

(1) 1. c., str. 525. 


(2) Np. 
[au 0 > as, 0 , a; 0, аз, d5, O , 0 
by, ba, by by, b; Cts C3, Cz, 0,0 
cy, 0 , Cg, 0, cz |=—|dy, dz, dz, 0 ,0|. 
dı, 0, dz, 0 , dz by, bz, 05, ba, bi 
е е, 0, е, £5 eis 0 , 65; ез, её 
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Czy jednak to przekształcenie uskutecznimy, czy nie, to 
wogóle (*) 

Jeśli w m kolumnach systematu elementów danego wyznacz- 
nika n-ego stopnia zera zapełnioja pewne n—m wierszy, to 
dany wyznacznik jest iloczynem dwu wyznaczników częściowych 
m-ego i (n— m)-ego stopni, 


ШҮ 55, "быз Ста 55555, (um 


"WARD ЖУСУ ТЛ r Ka BT EE AEN 
ать - * + » Amm, dmm+t » + + * > Umm 


О 0, Gm+im+i + ° * » Amin 


. . . ` . ` . . . . ` . . . . LI 


0, Qv. 0 , Oy m «4 5 Noe 54 ` апп 


dq + + + > Um Umi mid 5. Umi 


mis у Amm Anm+i 98335 Anm 


jesli zaś zera w m kolumnach (wierszach) zapełniają więcej 
niż n—m wierszy (kolumn), to wyznacznik jest zerem, 


CE SENC У "ЧӨӨ £395. 9. йа 


Amt; * + + > dtm @т—ї,т+› ++ + s @т-їт 


Ө NOW 05”, Ammit у ә Amm 
ГА LZ 06 OETA 2 ТУЯ 
0 ECL е9 0 s Gamer s. 8 t 5 dam 


(1) JACOBI, |. c., str. 291. 
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Am+t,m+t> ° ° ° > Оті 


MIGA." qu icu rl rU. 


nmi 5:3 35 Anm 


Np. 

[а,, Qa, аз, 04, Q5 41—44, аз, 03-—05, As, G; 
bı, bx 0, bı, bs WARE 0 , by, фз 
Ci, Cas Єз, Ca, Cs |= 0... ба, Dit ^ ба 
dı, ds, dz, dı, d, 0 , dz, 0 , dy, dą 
Éy o 5:69; ég, 1 0$ е,—е,. ез, 0 , ё. es 


ü,—04,, 03—845, а dy, 0 
£76, «0 ЛОН фу 185; ёу 

= Ü 0 S Du 0, “Dh 
0. О 10 0716 б 


0 0, d, dı, d, 


bz, by, 03 
44—04, 03—05 
= 6, с, C3 
£1—0%4, 0 
25 di, dz 
by, ba, ba 


==(03—0)(е е) |, єз, «з 


dy, dz, d, 


Może być niekiedy, że jeszcze wyznaczniki częściowe, do któ- 
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rych iloczynu sprowadza się dany wyznacznik, redukują się 
również do iloczynu wyznaczników częściowych niższych stopni. 


1 
Np. (*) 
ад» Gia , Qaa y 044 5» (4,6; Gi2 у бв > O69 , Guao| 


02,41, 033 , 03,5 , 02,4, (2,5 + 62,6 012, , бәз , dag , (1240 


0 , 0 е) ‚ 0 3 0 , 23,6 » 03,5 y 038; 0 , 0 | 
6 s, 0 0, 0,00, 427 Mar Br 
@ Ly у urs v 709. асет Qoa 802940 
ава, 062, 063, 064 » 065, бов, бєл, 08, 0, 0 
Яза» 0125 035, (24 з 0255 076, бл, Gs, 0, 0 
| aga + авз, Чад, 08,4, Gas. go > 087, ss, 0, 0 


9,4 , 79,2 » JEE 0, О, 055, 09; , боз, 06,48 


олу 04023, 0, 0, O, бов, Gio, Qqo,s, UBEDA, 


03,6, 03,75, 13,8 06,3, “6,4, 6,5 


04,9, 04,0 09,4 > 09,2 


‘fas, 04,75. dys) + |07,3, 074, 07,5 


(3,9, “2,40 010,45 бооә 


(5,0, 45,7, 45,8 авз, Cg. “4,5 
$ 57. 

Jeśli pewne m rzędów.równoległych jednego z dwu danych 
wyznaczników n-ego stopnia są utworzone przez odpowiednio 
też same elementy, co pewne m rzędów równoległych dru- 
giego, to możemy w tych dwu systematach elementów tak 
poprzestawiać rzędy równoległe ($ 24), aby nietylko owe m rzę- 
dów bezpośrednio po sobie następowały, lecz aby każde dwa 


(1) GUENTNER, |. c., 2-ie wydanie, str. 56. 
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równe sobie rzędy zajmowały w obu systematach elementów 
też same miejsca. 


Jeśli takie dwa wyznaczniki sa 


04,45, Mly Q4,1445:*:; Alem Qa lęmęts*::; (lin 
. 
D'—la; A A š a š 
=| Ajast Ajlo Qjl+4 ss Gjl+m, Qjlęąm=t3:::; Cin |» 


AnAs***> Ong @п1+ї,.+› Ün,bems An lemtis esy nn 


bases UNP U, ea py Unbems балта». 5 bin 
. 


D' = Жазу» bii, ајла 99 Üjoems ТОЧО UM , 


ыл UMA Unsl +49۰9 Anl + my dn.l4m+1;* > бал 


a wskaźniki tych m jednakowych kolumn 


1-1, 1-P2,..., 14 тл, I4-m 
tworzą kombinacyę zn liczb 1, 2,..., n, opatrzoną cechą k, 
(m) р 
to, rozumiejąc przez BA ilość dołączona do wyznacznika 


(m) : 
częściowego di; danego wyznacznika D” ($ 51), mieć bę- 
dziemy ($ 52) 


(m) (m) (m) (m) (m) (m) 
D —d, кА. x dz Аз... 37 d, кА, к, 


(m) (m) (my (m) (m) (m) 
p'—d, В, + ds kB; -+ ... +4, Вк, 
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zkąd 
(m)f (m) (m) (m) / (m) (m) X 
iy E D'—di В?) аА ЕВ)... 
(m) / (m) (m) 


dk Auk} Bak E 


Р z (m), (m) (m) (m)/ (m) (m) 
p'—D =dik ds sp) Т0 d As — АА ШЕ 
(m) / (m) (m) 
+ dak Www) 


Summa lub różnica dwu wyznaczników п-едо stopnia, maja- 
cych m odpowiednich rzędów równoległych wypełnionych odpo- 
wiednio równemi elementami, równa sie wyznacznikowi, którego m 
tychże rzędów są utworzone przez też same i w takimże porządku 
następujące elementy, pozostałe zaś n— m rzędów są napełnione 
tak dobranemi elementami, że ilość dołaczona do każdego z wyznacz- 
ników częściowych n-go stopnia, utworzonych z elementów owych m 
rzędów, jest odpowiednio summa lub różnicą ilości dołączonych do 
tegoż samego wyznacznika częściowego pierwszego i drugiego z da- 
nych wyznaczników (*). 


(Gdyby danych było kilka takich wyznaczników, z których 
w summie algebraicznej niektóre należałoby wziąć zeznakiem +, 
inne zaś ze znakiem —, np. — 0' + 0” -- 0" — ри", to łatwo 
odpowiednio uogólnić tak powyższe formuły, jak i wysłowienie 
twierdzenia). 


Np. 1° 


2, 4, O|sE|0; 4; 2 |=12 y zj, 
8 Ę, 55:06 


(1) SPOTTISWOODE, |. c., (CRELLE), str. 282. 
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gdzie ilości z, y, z, Ë, v, Ç zadosyć czynić muszą warunkom (%) 
у$8—ж=о5-Е(—9)=з3, 
z — ce =—10--12—2, 
20—05 =5--(—6)=—1, 


zkąd, wyrażając trzy z tych sześciu ilości przez trzy pozo- 
stałe, np. 


y Ln. : , 
3E -H 2s 
mamy wogóle 


a. Or б a, b, c g^ 1, АА PET 
225—9 2-1-3 

[^ -— 4ш 

9, 14, 0|--|0, 1, 2|— EFA ЗЕ Гә" 2 y 

KR MU E pU Sek 


przy jakichkolwiek wartościach ilości Ё, z i z. Kładąc więc np. 


pr 
mamy 
2 Фу © a, b, c 8-,- Ó; с | 
2, 1, 014610, 1, 2|/=|-5, 1 К 
3, 4,51 1625.8] | 4,1, 51 


(!) Podobnych związków jest, wogóle, *=(һ) między n(n—m) ilo- 


ściami do wyznaczenia. 
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Gis 602, аз, 04 а), аә, аз, a; | 


8, Е. E € yu 
dy, dz, dz, d, d,, dz, dz, d, 


Sn «$4 АІ 


dy, dz, dz, d, | 


W przypadku ($ 53), gdy wyznaczniki mają wszystkie prócz 
jednego wiersze, lub wszystkie prócz jednej kolumny wypel- 
nione przez odpowiednio też same elementy, dodawanie lub 
odejmowanie takich wyznaczników jest zadaniem nader pro- 
stem. Np. 
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Jeśli z danych do dodania wyznaczników każde dwa maja піе- 
które rzędy jednakowe, inne różne, to niekiedy udaje się ich 
summę wyrazić za pomocą wyznacznika systematu elementów, 
powstałego przez wypisanie każdego rzędu raz tylko (bez po- 
wtarzania) i przez odpowiednie dobranie elementów pozosta- 
tych. Np. (*) 

а, š 


а», b. 


Q1, b, аз, ba 


аэ, bz | 


аз, бз as, b, as, b, 


li, bis Tis Yı 


gdzie powinno być 
43 Ys — Ys 2 =F 1, X3 уз — уз 22 = 0, 
Te yi — ys а= — 4, 1ı ys — Ji ®з==—1, 
zn, араа; 

la wiec summa ezterech danych wyznaczników moze byé przed- 


stawiona w rozmaitych postaciach wyznacznika czwartego sto- 
pnia, jedną z których jest prosta postać taka: 


а\, by, i; 1 


(4, by, 1, 1 


(1) BELLAVITIS, 1. €., $ 26. 
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$ 58. 


Jeśli z systematu elementów danego wyznacznika 
(0,155, бтп 
D=|- 
Qni * ++; nn 


usuniemy ?-y wiersz і k-a kolumnę, a otrzymany wyznacz- 
nik (n—1)-ego stopnia poprzedzimy znakiem wyznaczonym 


przez (— Wg to mieć będziemy ilość dołączona do ele- 
mentu Gik, która$my nazwali А; ($ 25). Ten wyznacz- 
nik (n—1)-ego stopnia możemy znowu rozłożyć według ele- 
mentów jego j-ego wiersza ($ 25). Zebranie wszystkich 
oddzielnych wyrazów ilości А; к, zawierających element ау, 
nazwijmy a;,A;;x1; skutkiem tego ilość А; ук będzie ilościa 
dołączoną do elementu aj; w ilości А (*) i 


A¿k==ajiAiyka +... LQ; x AM kk ++ 1A jk - (T Rz: 
Trajan, 
gdzie każda ilość А; у: powstaje z ilości A; przez opuszcze- 
nie j-ego wiersza i /-ej kolumny i poprzedzenie tak powsta- 


j+ł 
łego wyznacznika (n—2)-ego stopnia znakiem 0)" , czyli 
powstaje z wyznacznika D przez opuszczenie w nim i-ego 
i J-ego wierszy, oraz k-ej i lej kolumn, i dodanie takiego znaku, 


(!) T. j. ilościa dołączoną do elementu aj; w samym wyznacz- 


niku (n—4)-ego stopnia (bez znaku) jest (Sp rka 
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aby azkojiA,jx przedstawiało dokładnie zebranie pewnej 
liczby wyrazów wyznacznika D. Ilość więc A; уь jest z pewnym 
znakiem wziętym wyznacznikiem częściowym (n—3)-ego stopnia 
danego wyznacznika D ($ 50), czyli jest ilościa dołączona do 
wyznacznika częściowego (!) 


Qik Cii 


jk, ju 
tak, że iloczyn 


Qik Qil 
А; j,k (= (i, kaji —Ф 10j k) A ij ka 


(jk бу 


przedstawia, ze ścisłością do znaków, 1.2.1,2.3...(n—2) różnych 
od siebie wyrazów danego wyznacznika D ($51). Połowa tych 
wyrazów, t. j. 1.2.3...(n—2) wyrazów, w które wchodzą ele- 
menty Aix i eji, jest przedstawiona przez 


-raixtjaA ii) , 


pozostałe zaś 1.2.8...(n—2) wyrazów, zawierających ele- 
menty ai ajk, przez 


— üi 10j RAi jikle 


Zwazmy, że wyznacznik D w każdym swym wyrazie zawiera 
jeden element ?-едо wiersza, jakoteż jeden element k-ej ko- 


(!) Jeśli w szeregu kombinacyj 2 n liczb 1,2,...,n po dwie, kombi- 
nacya 4, j jest opatrzona cecha 2, kombinacya zaś A, / cechą v, to 
ilość А; укн jest tem samem, co, według $51-ego, wypadloby ozna- 


(2) 
czyć M w» 
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lumny. Wyrazy, zawierające element aig, sa, jak wiemy, 
przedstawione przez aj,;A;;; skutkiem tego wyrażenie 


D — ai кА; k 


nie zawiera już wyrazów, w które wchodzi element aj;, t.j. 
przedstawia ono zebranie wszystkich wyrazów, które z ¿ego 
wiersza posiadają jeden z elementów 


Aia, Qi gss. Ci kt» Qik +19 lins 
i jednocześnie z k-ej kolumny jeden z elementów 
аку Coke, Gia іа, Куә Anke 


Ogólnie więc możemy powiedzieć, że w każdy z tych wyrazów 
wchodzi, jako czynnik, iloczyn 


( [2245 2, „RL, k-F4,..; n, 
Gi, jk s rz у 2 А 
i labe Lj 24,2,..., 1—1, 14-1 ,... n. 
Zebranie wszystkich wyrazów wyznacznika D, w które, przy 
pewnych oznaczonych wartościach dla liczb ¿i J, wchodzą 
elementy @ i ajk, oznaczmy (wraz ze znakami wyrazów) np. 
przez 

Ci 40 j кој д. 
Skutkiem tego 


D — ai Ai =} иуда , 
j.t 
czyli 
x 
D= di RA Ўлада, 
jl 
gdzie znak >, oznacza, że przy kazdéj z powyżćj wypisa- 
ji 
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nych n— 1 wartości dla liczby j, należy liczbie / nadawać 
każdą z możliwych dla niéj 2 — 1 wartości. 


Wiele jest wyrazów wyznacznika D w każdem wyra- 
żeniu a; l; кој? W wyznaczniku D = J E a, ,1...@i,i... nn lak 
przestawmy kolumny, aby otrzymać X + d,,,. +. i,t- +.0j k. an,n 
Jeśli, rozwijając wyznacznik przez przestawienie drugich 
wskaźników, chcemy wydzielić wyrazy, w które wchodzą 
elementy а; i ау, to otrzymamy je wszystkie, gdy usku- 
tecznimy wszelkie możliwie przestawienia drugich wskaźników 
elementów pozostałych, t. j. układ n —2 drugich wskaźników 


JE o S PME EW ni 


zastąpimy wszystkiemi ich przemianami, których będzie 
1.2...(n— 3)(n — 2). 


Wyrazenie wiec 
+0 Oj jas 


przedstawia nam dokładnie zebranie wszystkich 1.2...(n — 2) 
wyrazów wyznacznika D, zawierających elementy aj, i ауу. 
Lecz powyżćj dane wyrażenie 


— а 10) kÀi ка, 


przedstawia dokładnie zebranie 1, 2...(п —2) różnych wyrazów 
wyznacznika D, w które wchodzą elementy aj; i ajx} i ono 
więc przedstawia je wszystkie. Jest zatem 

+ аа) kaj, == — li (aj кАк, 
Каа 


aji = — Åi укн. 


Podstawiając na każde a,, taką wartość, otrzymujemy z wy- 


\ 
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rażenia wyznacznika D przez ilości aj; następujący rozkład 
wyznacznika według elementów pewnego wiersza i pewnej 
kolumny (*) : 
EE аа n= li Ai, Уул tj kA 
"m 
gdzie znak * odnosi się do (n —1) składników odpowiada- 
jl 
Tacych każdej parze wartości 
J 224, Żasi=1, i 4-1... 
| —4, 2,...,k — 1, k-,...,n. 
Np. ($ 12, 8°) 


a, Û, у, 0 
{ 0, 
8 1,0, 0 * š | " P | 
0 —g. او کے‎ 
y 0,4,0| . | 0, 1 0, 1 
0, 0, 
3 0, 0,1 
0, 0 0, 0 
—@. —8. — —...= a — 08 —уу—88' 
WA DNA WC 


ZADANIA. Przy pomocy tego rozłożenia obliczyć wyznaczniki : 
(1°) (porów. $ 38, 2°) 
шад #4; 4 


| 
diy а 0, U 


= Qxazaza;( | — a-a: ааг 1); 


—a, O, az, 0 


(!) Gatcay, 1. c., str. 69. 
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(2°) 
а 750578 
„5,0,0 
0, 0, e, 0 
i 0:50; d| 


= abcd —ff'cd — gg'bd — hh' be. 


$ 59. 
Zebranie wszystkich wyrazów wyznacznika 


Ais» + + Aim 


Any + * + Anm 


które nie zawierają ani jednego elementu głównej przekątnej (*), 
przedstawić możemy za pomocą wyznacznika, powstałego 
z wyznacznika D wskutek zastąpienia wszystkich elementów 
głównej przekątnej przez zera, t. j. za pomocą wyznacznika 


0 , ааз, . , . limn 


аза, 0 › + + * 02 


ава, 05,2; 9. A. é" 9 0 


W danym wyznaczniku D znajdują się wyrazy zawierające 
` jeden tylko element głównej przekątnej : albo a, +, albo a» 2,..., 


(i) Np. wyraz 41005 yz 44 3:--ln—qnllnn=1, przy n parzystem, lub 
Ai, 202 303 104,505,4:: Uni nan, n—1, przy m nieparzysiem. 
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albo ann. Idzie o wydzielenie wszystkich takich wyrazów. — 
Zebranie wszystkich wyrazów wyznacznika D, zawierających 
element aii, jest, jak wiemy ($ 25), 


B . . . . . . 0 ` 


| 
idę res jani › Mirt 35 Qin 
I 


| 
qi iM = F aii 


diriye”, Фал, Cietsetdeeesy dirin 


(li aty: > Mili) іла Cim 


> 


ana уу Unit > Опіка je Ann 


zatrzymując z nich wszystkie te, które mają z głównych ele- 
mentów tylko jeden element a,;, możemy je przedstawić 
przez 


| sensim liitt yelin | 
| 
ниб yi i edipi un 
paii =4i, iNi, 
Qi 1,5: **30i +1,i—1,0 , ai tun 


5 es vule In ES RD 
Ant aesni-i Aniti (50 


gdzie przez N; oznaczyliśmy wyznacznik (n — 1)-ego stopnia, 
powslający z wyznacznika N przez opuszczenie w systemacie 
jego elementów ¿ego wiersza, oraz ¿ej kolumny. Nadając 
dla 2 wszystkie wartości od 1 do n, otrzymamy wyrażenie 

М Y 

MaN, 

і 
przedstawiające nam zebranie tych wszystkich wyrazów wyznacz: 

16 
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nika D, które zawieraja jeden tylko element głównej prze- 
katnej. 

W podobnyż sposób, jeśli przez №; oznaezymy wyznacz- 
nik (л —2)-ego stopnia, powstający z wyznacznika N przez 
opuszczenie w systemacie jego elementów ¿ego i j-ego 
wierszy, oraz ż-ej i j-ej kolumn, to 


ti fj jNi j 


przedstawi nam zebranie wszystkich wyrazów danego wyznacz- 
nika D, w które z elementów głównej przekątnej weszły tylko 
dwa elementy : aj; i ajj. Nadając zaś liczbom г i j wartości 
n 


2 


po dwie, a znak У odnosząc do tych wszystkich kombinacyj, 
ij М 

bedziemy mogli przez wyrazenie 

Уа №, 

ij 
przedstawić summe wszystkich wyrazów wyznacznika D, za- 
wierających po dwa tylko elementy głównej przekątnej. 

I wogóle, summę wszystkich wyrazów, w które wchodzi 

pewne tylko m elementów głównej przekątnej : @ 4, 0;,),...,011, 
przedstawić możemy za pomocą wyrażenia 


odpowiadające wszystkim ( ) kombinacyom z п liczb 1, 2,...,7 


di i(tj.j. at Ni р-у 
jeśli N;,j,...,ı Oznacza wyznacznik częściowy (n—m)-ego stopnia 
wyznacznika N, powstały zeń wskutek opuszczenia wierszy 
i kolumn, opatrzonych wskaźnikami i, j,...,l. Zebranie zaś 
wszystkich tych wyrazów wyznacznika D, które zawierają 
tylko m jakichkolwiek elementów głównej przekątnej, wyrazić 
będziemy mogli przez 


У (i idj Мон 


i jol 
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. ers : n E : 
gdzie znak 2 odnosi sig do wszystkich M kombinacyj z n 
i; je. ; 


liczb 1, 2,...,n, które zamiast układu wskaźników 1, 7,,..,/ 
podstawić należy. 


Nakoniec, będzie wyraz, oczywiście jeden tylko, zawiera- 
jacy n elementów (wszystkie) głównej przekątnej : 


U 402,24 «ln n+ 


Summa wszystkich tych wyrażeń obejmuje widocznie wszyst- 
kie wyrazy danego wyznacznika D, tak, że 


* М : | у 
p N4 VaiNi + Pytaj ан >, Qi ifj j» (LAN i jos 91 
i 14 


i,j 5s 
LL GQ 402,2... Up п. 


Jestto (*) rozkład wyznacznika według elementów yłównej prze- 
katnej. 


Zauważyć tu należy, że nie ma wyrazu, któryby zawierał 
tylko n— 1 (lecz nie więcej) elementów głównej przekątnej, 
choćby dla tego, że wyznacznik częściowy pierwszego stopnia, 
powstający z wyznacznika N wskutek opuszczenia n—1 wierszy 
i kolumn, opatrzonych temi samemi wskaźnikami, redukujesię 
zawsze do elementu zero. 

Np. 


(4,45 (i Ora, Ual [O , C2, аз, Gia 


|43,1, “2,2, зз Qaa) |@за, Ü , da3, day 


03,4, 03,29, 03,3, 03,4 азд, 03,2; 0 05,4 
|d41, “4,2, буз, 2.4 14,1, dyg, 03,3, O 


(1) CAYLEY, Sur les déterminants gauches (CRELLE Journal, t. XXXVII, 
sir. 93). 
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0 , asa 024 0 , аз, Us 
Жа | оз. O , 04| Fazlasi O , азд +... 
7,2, 04,3, 0 04,45 04,35 0 
0 , ад 0. „ay; 


Е 04,103, 4 01103,3 + T -> а, 172,203 304 4+ 


пз, 0 14,2, 


Jeśli w wyznaczniku daaym wszystkie elementy głównej 
przekątnej są sole równe 


Q, =G: = . . . — n = z, 
o rozwiniecie wyznacznika 


T , Mr.» o Mim 


lan, Gui, - + + s£ | 


według elementów głównej przekątnej, w razie, jeśli w żaden 
niegłówny element wyznacznika nie wchodzi taż ilość z, będzie 
rozwinięciem według potęg ilości z, t. j. 


D=N+-x Y.N + FING}... Tasia... a", 
gdzie, jak wiemy, nie ma wyrazu, w któryby weszło z"-'. 
Np. (porów. $ 12, 12°, $ 9, 89). 

х, LEĆ 
, 2, d,e|-(af—be--cd)--0.z4- 
-—,—4 5 1 (eee fa, 


—с, —, —f, z| 
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ZADANIE. Obliczając liczbę wyrazów wyznacznika n-ego 
stopnia, zawierających element аң, a z pozostałych liczbę 
wyrazów, w które wchodzi element asa, i t. d., a następnie, 


przy dodawaniu wszystkich tych wyrazeń, korzystając ze 
związku 


A на (- 


— (belt) . „(1--s--1) 
1.2...s(s+1) F 


wyprowadzić, że (*) liczba wszystkich wyrazów wyznacznika 
n-ego stopnia, w które wchodzą jakiekolwiek elementy głównćj 
przekątnej, może być przedstawiona za pomocą wyrażenia 


1 1 | [ (—1)-! 
TY PELEN OPUS IT DCN aa 
«(i га" ГӨЗ TIA "med 


atem samem, liczba wszystkich jego wyrazów, nie zawiera- 
jących ani jednego elementu głównej przekątnej, za pomocą 
wyrażenia 


1 I P>. [—1» 
las „(r à-ia3tixsad "Tt r2). 


rz 


š 60. 
Jeśli dany jest wyznacznik #-едо stopnia 
uats, ihr ACE: йя 
21; da Г; « (lan 
Га) = , 
05.15 ала, + + «s. Ann tT 


(1) BALTZER, i. c., 3-e wydanie, str. 29 (wyrażenie niedokładne). Та 
kwestya później zajmowali się : WEvnavcu, Zur Theorie der Determi- 
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ijeśli ilość © nie wchodzi w żaden niegłówny element wy- 
znacznika, to ten wyzńacznik f (z) jest funkeva n- ego stopnia 
względem zmiennej z. Spółczynnikiem przy z" jest w niej 
widocznie 1, zaś przy 2° jest wyznacznik 


0,415, (4,2; + + + Qim 
da 4 , [FRE artt sn» „d2n 
D= —f(0), 


ала, n2, + + + Anm 


tak, ze 
ДМ ЖЕ a" ky" --L. . гат". . Tac D. 
Idzie tylko o bliższe określenie spółczynnika przy z”. 


Jeden z głównych wyznaczników częściowych m-ego stopnia 
danego wyznacznika f(x) jest 


а.„ |2, 0,3, + <‘, а, 
е ОЧЕ asy m (m) 

3, 3,3 ^t 
= +-.. ids 

E dk AOKI Vi 


gdyż oczywiście do niego można zastosować to, cośmy powyżej 


nanten (CRELLF, Journal, t. LXXIV, str. 274); Monro, Baltzer on the 
number of terms in a determinant with a vanishing diagonal (Messenger 
of Mathematics, 1872, str. 38); WEYRAUCH, Zur Determinantentheorie 
(SCHLOEMILCH, Zeitschrift für Math. und Phys., rocznik XIX, str. 420); 
BALTZER, |. c., Д-е wyd., str. 37; wreszcie GUENTHER, |. c., 2-e wyd., 
str. 49. 
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mówili o f(x). Wyznacznik zaś częściowy, dopelniajacy po- 
przedni, jest ($ 51) 


n +2, а A RA 
I 
a , a } +, m TOT a „| n—m (nm) 
x RIO BA ы, == +. dii, wit. 
| 49 APA ‚а, r 


Iloczyn zaś tych dwu wyznaczników przedstawia zebranie ($ 51) 
pewnej liczby wyrazów wyznacznika /(z). Więc 


m (n—m) 
E du—ię4,u—i11; 


wchodzi w skład wyrażenia kn-m%™. Ponieważ zaś każdy 
odpowiedni oddzielny składnik funkcyi f(x), zawierający 
czynnik z", może być uważany, jako powstający z podobnego 
mnożenia przez siebie dwu dopełniających się głównych 
wyznaczników częściowych m-ego i (n —m)-ego stopnia, i jako 


m (n—m) M 
przedstawiony przez z d;;  ,wiecotrzymamy zebranie wszyst- 


kich takich składników, czyli wszystkich wyrazów funkcyi /(z) 
zawierających ж", nadając liczbie р — Z-|- 1 wszystkie war- 


tości od 1 do e=) i biorąc summe takich wyrażeń. Zatem 
7 in—m) 


ч 
К" = x; [PETERET TET 
EI 


Nazwawszy liczbę y —i 41 przez }, możemy pisać krócej 


o m 42 a ч у 
kn- mm = X à = X4 А 
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Gdy liczbie m nadamy tu wszystkie wartości od 1 do 2—1, 
to rozkład naszej funkcyi f(z) według potęg zmiennej z mo- 
żemy tak pisać (*) : 


АИТ! LE 
(1) (n—m) 
(zeta Xd, pem 34, ++ 


^ 


Naprzyklad 
aa tz, 04,2, 01,3; 04,4 | 
аза, 424-2, “3,3, (23,4 
аза, азә, (03,3 +T, азд | 


аза, 04,2, ал» sata] 
= (аааз Hay 5-0 (| 53 (E Ea: лаз з 
-Heta 405,5-]- X320, a, ,44-X =Еаз a(15,y-]-Ed3 204 4-]-E 35 3,304,4) T* 
-r(Z3ca, даз заз зА a sa Ха 15,304, (7 X22 213,304, 7 
ха, ааз 33,304 4. , 


ZADANIA. 1°) Sprawdzić naprzód, że, mnożąc równanie (°) 


аа}, (l4 2, (04,35 
ёс = аз, 033 <, ass | =0, 
04,35 (2,35 03,3—% 


(1) JACOBI, De binis quibuslibet functionibus homogeneis etc. (CRELLE, 
Journal, t. XII, str. 15). 

(2) Takie równanie trzeciego stopnia względem ilości A spotyka sie 
bardzo często przy rozmaitych, badaniach, np. przy szukaniu głównych 
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przez wyznacznik 
: "at, а, 0,53 
—f0)—— аа з, 02,342, d2,3 | , 
а; 3, аза, 4334-Х 
otrzymujemy wyznacznik trzeciego stopnia, będący funkcya 
trzeciego stopnia względem ilości 22, postaci (1) 
h—)>, b, e 
—[0уу(—у=—| b, k= d|, 
d, 1—2 
a więc dającą się na zasadzie powyżej wyprowadzonego wzoru 
rozłożyć według potęg ilości 22 : 
—[0/-0=*"<—L' M2 —N =0, 


L = l A -L аә + аз32-4- 22,5? -- 21, a 275 з?, 


| 32 


, 


gdzie 


э ә 


йа, 3 |? йи, 4,3 (3,3, 423|“ 
M 
04,2, 035,2 Qi, “3,3 02,3, 3,3 
ал, 3|? d22, d2,3|? |аз,з, аз}? 
+9 +2 2 - 
04,2, Q2, йз, аз (12,3, бүз 
44,45 01,2, U3)? 
N =| aiz, asa, 025|; 


04,3, “3,3, 03,3 


osi powierzchni drugiego stopnia, przy wyznaczaniu osi głównych шо. 
mentów bezwładności ciała, przy wyznaczaniu osi ellipsoidy sprężys- 
tości i t. d. 
(9) h= aH а, ә? Ha,g, 
b o заза (ааа), 
i t. d. 
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i następnie, że, kładąc w /(—-2) 
алала Qa a= as, a, 033—055 + о, À =b + a, 
otrzymamy podobne równanie 


— ff м)=0, 
postaci 
wê — Lot + M? — N, = 0, 


gdzie fı, Li, Mı, №, będzie tylko rezultatem zastąpienia а; д, 
аз з, 03,3, X przez Qj a, “2,2, 0555, a (*). 


(1) Ostatnie równanie ma spółczynniki 1, Lı, M, і №, które, jako 
summy kwadratów, są dodatne. Ono jest trzeciego stopnia względem 2,2; 
a ponieważ posiada trzy zmiany znaków, to, według znanego twierdzenia 
DESCARTES'a, nie może mu zadość czynić żadna wartość odjemna dla 
niewiadomej *,?. Nie może więc być 


w= |, 
czyli, ponieważ ^, =), — х, nie może być 
0 — a= -- f, 
inaczej : nie moze byé 
= a + 01, 
t. j. dane tu początkowo równanie 
==, 


ma wszystkie trzy pierwiastki rzeczywiste. To proste dowodzenie tej 
ważnej własności tego równania, oparte na mnożeniu wyznaczników i na 
rozkładzie wyznacznika, tutaj zastosowanym, podał SYLVESTER, (І. c.). 
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2°) Sprawdzić, że, wogóle, mnożąc równanie n-ego stopnia 
względem ) 


04, 1—, Gay + © * 5 lin 
(4,2; 033—323, - « . da,n 

f(—)-— = 
On dans .. + у Орт} 


przez wyznacznik f (2), otrzymujemy, przy 


Салаа ++... + (ij, n n = Chi 


wyznacznik 
Oc. Cas oki Eus 
Саз у. Сва, + - + Can 
= 
Cins Сэл, + + o у Cnn A" 


który rozkładając według potęg ilości 22, mieć będziemy 
(<10)7/0/(L0="" ...وا‎ l, - 02 + ly, 


gdzie /,—f(0), a każdy spółczynnik /„ jest summa kwa- 
dratów wszystkich wyznaczników częściowych (n — m)-ego 
stopnia wyznacznika / (0), a tem samem ilościa dodatna (!). 


(t) Na mocy tego rozkładu i w sposób taki sam, co w poprzednim 
szczególnym przypadku, możnaby i tu dowieść, że wszystkie n pier- 
wiastków równania f(— 2) = 0 są rzeczywiste. 


http://rcin.org.pl 


ROZDZIAŁ SIÓDMY. 


RÓŻNICZKOWANIE WYZNACZNIKA. WYZNACZNIK 
SYSTEMATU DOŁĄCZONEGO. 


$ 64. 
Jeśli w wyznaczniku 


014 501, 


— 0j 4A i4 F li Ai -.. Fai Aik... 
-- inn, 


Oy 45, Опт 


(jak to wciąż w tym rozdziale przyjmować będziemy), elementy 
są od siebie niezależne ($ 4), to w wyrażenie wyznacznika D 
ilość aj; wchodzi tylko w składnik a,xA;x ($ 25). Dla tego, 
biorąc pochodną wyznacznika D względem ilości aix, mamy 


D (0А; а) 


— == 


ik дак 


Gdy jednak wyrażenie, przedstawione przez А; к, nie zawiera 
elementu б, to tu jest 


аА) А, А 
док i дак; 
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Ostatecznie więc 


D . C 25. А 
— jest wyznacznikiem częściowym (n— 1)-ego stopnia 


да 
(n—1) 4 
(s 90 : kd ) czyli ilością dołączoną do elementu ai, ($25j. 


Spółczynnik więc przy a,x w wyznaczniku D może być przed- 
stawiony przez jego pierwszą pochodną względem tego elc- 
mentu ai (!). 


Ponieważ ilość dołączona A;, jest wyznacznikiem, w który 


(!) JAGOBI s De formatione..., str. 293. 
Gdyby cl: menty były od siebie zależne, np. gdyby był dany wyznacznik 


aj- 3b. „e 6 


p b, 2c, h| 


44,4 = 022 аә == Gz = 205 , = 304,2; 


1 I 
a = Aa as, 2 4135 әд — 03,3; 


to tu 


aD D 021,1 QD да,» 
— = سے —— سے‎ —— = À 3221 
da a, д2 d 3a rack А52; 
I „ADD ma, OD даз 0D 2434 D 0a2 
کے‎ AE RE + C43, O, 
00 уа» b Q0 24, 


є? 
62 
z 
С 
9 
le 


= 24,24 2155 4- 434 HA; 
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wchodzą elementy wyznacznika D prócz elementów ż-ego 
wiersza i k-ej kolumny (S 25), więc spólezynnik przy aij: 
w wyrażeniu wyznacznika D jest spólezynnikiem przy a, 
w ilości А;к; jest więc ten spółczynnik (według powyższego) 


даза E даза За кау? 

on powstaje z wyznacznika А; wskutek opuszezenia j-ego 
wiersza i /-ej kolumny, czyli z wyznacznika D wskutek opu- 
szczenia i-ego i j-ego wierszy, k-ej i bej kolumny; jest więc 


' : E n2) 
Lo wyznaeznik ezesciowy (n—2)-ego stopnia (s 50: =d ) 
We 


Podobnie rozumujac, znaleźlibyśmy, że, wogóle. w wy- 
znaczniku D spółczynnik przy iloczynie m elementów 


di, кај 1...0 sy 
jest 
^p 
дада... Ya, s 


i że la m-la pochodna przedstawia wyznacznik częścio- 


(n— m) 
wy (n—m)-ego stopnia (= a ) 


"e 


z АЙ t ` ; A 
Wyrażenie E nie zawiera tak elementu a;,., jakotez 
i,k 


żadnego elementu ¿-ego wiersza lub k-ej kolumny; dla tego 


Nb nuc WN PZP 
да; д? ” Mj adju ° дардан ч 
anp 

ааа УЗЛЕ 
даг" 
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$ 62. 


Zupełna różniczka wyznacznika D względem jego n* ele- 
mentów będzie summa z? składników 


0D 


Jak dai к, 
to jest 

fison dD A s 

vo BO ч 
dD= М Ma dai k = Ӯ: А; „4а; к 

i,k i,k 

1,...,n ا‎ PERI 

= p А ийа + Es Ai ada; + ...-E z Анай. 


t 
Którakolwiek z summ ostatniego wiersza, np. 


4; 


Б> Акак = Аа, к + Aadas HF... Адал, 


tem się różni od danego wyznacznika 
D = А, а; + Ag kla,k + ... БЕ Аң,кап,к» 


że, zamiast elementów k-ej kolumny, wzięte są ich różniczki. 
Więc 


da, 4, 0,2,.,0,5,  |0115 day э, їп 


da 4, (3,3, , О, аза, (da3,... Azn 


dias + +... 


даң, ЭГЕ алд» дал 3, ... 04, 


аа, (435. S day п 


аза» 3,2... Фаз 


Anty Qn; 
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Zupetna różniczka wyznacznika X == a,4...05,5 jest summa n? 
składników postaci Ajydajy, czyli summa n wyznaczników, 
otrzymanych z danego wyznacznika w skutek zastąpienia (od- 
dzielnie) elementów każdej kolumny (lub każdego wiersza) przez ich 
różniczki (!). 


$ 63. 


Różniczkując odpowiednio wyznacznik, można otrzymać 
rozmaite jego własności, inaczej poprzednio wyprowadzone. 


Tak, z powodu, że wyznacznik jest funkcya liniową ele- 
mentów rzędu ($ 8), możemy wprost zauważyć, że se 
дак 


powstaje z tych wyrazów wyznacznika D, w które ai wchodzi, 
lecz już о w wyrażeniu ER sie nie znajduje, równie jak 
i żaden element ¿ego wiersza lub k-ej kolumny. Wyrażenie 
więc Gik = przedstawia zobranie wszystkich tych wyrazów 


wyznacznika D, w które wchodzi element ак. Ponieważ zaś 
w każdy wyraz wyznacznika wchodzi jeden element pewnego 
wiersza, jakoteż jeden element pewnej kolumny, więc ta 
droga (2) otrzymujemy związki, wyprowadzone już w Š 27-ym : 


u г др dD 
аа + ais — 4... зу = lub =0 
td доза ++ 1,2 дау, з ' + din Jan D, ub , 
әр 0D 0D 
1 qm .. а — = = 
П tJa -- даз) + . EH n,i дап) р, lub 0, 


(!) JAGOBI, ibidem. 
(2) JACOBI, 1. c., str, 295. 
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stosownie do tego, czy j = i, czytez i jest różne od j: 


Spólezynnik przy a, ka, w wyznaczniku D jest ($ 51) 


BD. 
NAPY - 


podobnież spółczynnik przy вау będzie 


Mp 
Ja; Ка, k 
Lecz z 
Qi ij, ' dD 
° dai oj. 
przechodzimy do 
р 
di j I 


przez wzajemne przestawienie w wyznaczniku D kolumn /-¢j 
i k-ej; skutkiem tego wyznacznik D zmienia znak (S 19) i jest (!) 


ир. 2D (1) 
дада) k С да; zdaję” 


Mozemy wiec wyrazy wyznacznika, ujete w skladniki 


» хз 
„Еа ийын i AM + aii vn 


(jk ==": 
Jajwdają | 7C 7 даыдаук 
przedstawié przez wyrazenie 


р Qik, Qil 


NORD Ey 


Np 


(ai каа — Ci, j,k) [UPC 
i kj. 


ак, ај 


(1) JACOB!, l. c., sir. 501. 
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Nadajac tu dwu liezbom ¿ i j, lub dwu liezbom £ i 7 
wartości, odpowiadające wszystkim (5) różnym kombinacyom 


z n liczb 


У; 


po dwie, i biorąc summe tych wyrażeń, wyczerpiemy wszystkie 
wyrazy wyznacznika D, tak, że 


Qik, Cil M ¬ iUi ks Qi 2 

n= ¥ e x. (5 
ed; k'a | | di ke tj, 

ij SE. ule 0a] o n 


ај ky азл) 


Мату tu wiee rozklad wyznacznika D па summe iloczynów 
dwu czynników, z których jeden jest wyznacznikiem częś- 
ciowym drugiego stopnia (ў 50), drugi zaś jego dopelniajacym 
wyznacznikiem częściowym siopnia (n—2)-ego ($$ 51, 61). Gdy 
nadto pierwsze czynniki są wyznacznikami częściowemi dru- 
giego stopnia, utworzonemi z elementów, należących albo do 
pewnych dwu kolumn, albo do pewnych dwu wierszy, to 
widzimy, że wyrażenie (2) przedstawia nam rozkład wyznacz- 
nika według wyznaczników częściowych pewnej koimbinacyi 
dwu rzędów równoległych (3 52). 


Wyrażenia (2) możnaby jeszcze tak wyprowadzić. W otrzy- 
manym w początku tego $-u rozkładzie 


^D Ap dD 
Danaa aum A Eq AŻ 3 
"ud Mia 2] газ Fain WAM ) 
LI 
ilosci 
A AD NU 


sa wyznacznikami (n-— 1)-ego stopnia (3 61). Stosując więc do 
tych wyznaczników tenże sam rozkład (3), t. j. rozkładając je 
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znowu według elementów wiersza ze wskaźnikiem np. j, mieć 
będziemy 


2D OE EN s PSE MAL. M 
—== ja—— + J, WDS ) E DIES T n 3 
да; д 1 Фа; 404, E] Ja а 120}, nt да дда; п 
» эр 78 хр ар. 
— = سے ا ز0‎ raja ап 3 
Jua °"да зда 1 ai adj n— да зда) 


эр XD XD XD 


==0}1<—<— 2—— n-...+a lj .ت‎ 
Jain n "Ja, лда), ' a; лда} a 2 даз n90j.n—1 


Podstawiajae te wyrażenia w rozkład (3) i mając na uwadze 
wyrażenie (1), otrzymamy drugie z wyrażeń (2). 


W podobnyż sposób postępując dalej, dojdziemy do rozkładu 
wyznacznika według wyznaczników częściowych pewnej kombi- 
nacyi trzech, czterech i t. d. rzędów równoległych ($ 52), 
a następnie i do rozkładu na summy iloczynów kilku wyznacz- 
ników częściowych ($ 55). 

š 64. 

Wiemy, że, mnożąc przez siebie dwa wyznaczniki 

| ИКЕ -yin 


ШЕЕ s s. = MaA iH iA ith ..FaniAn.is 


ард... дпп 
bu +" bin 


D==|...... = bh, Bi ila Ba al-.. 0a Buk, 


http://rcin.org.pl 


260 ТЕОВҮА WYZNACZNIKÓW. 
i przyjmując np. ($ 45) 
акак. „Нала. „-ҥтыбак== Ci,k, 
olrzymamy, јако iloczyn, 
Ciz OUR 
D'D*==D=|..... . |= оз... Ран, 
Crits. oinn 
Weźmy pochodne obu stron równości 
DI Ер; 
kolejno względem i, “s,i,...,dn,i, przyczem baczyć nam 
należy na to, że ilość D” jest niezależną od ilości a,,,...,05 i, 
oraz, że one wchodzą tylko w skład elementów i-ego wiersza 


wyznacznika D, tak, że ilość D zależy od ilości a, ;,...,a,,; przez 
elementy swego ego wiersza, które są : 


Ci a = Q ibi 1-0 ibi -= ED + Quibn,, 
Ci, = ibis H баба tHo o + An ibn. 


Cin == ain 4-а, ... -- An idn.n+ 


Pochodne te więc będą : 


pad D 3ea DD Deis + D Naa 
дал Deja JU! Cia дац ||| Alin да’ 


р” Фр AD Qi, AD дв ZA AD Cin 


„dasi сд даз; дэ дыы |" Wim даз: 


o) 776 AW aj łał >, Św) ppl. erro ә , , 
p” oD — 9D Da, 0D Cis M Nir 
Jani с Jan дез даі Min далы 
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czyli 
D'A,; = Cib, + Cibi, -- ... -- Сп, 
D'As; = Ci,1b2,1 + Сизә, -- ... + Ci,nba,n, 


D"An,i= Ci, bn -H Сааба, + ... БЕ Сл. 


Mnożąc pierwszą z tych równości przez В, druga przez В» it.d., 
ostatnia przez Bn., а tak pomnożone dodając do siebie, spo- 
strzeżemy, że po prawej stronie summy przy każdej ilości С; 
znajdzie się spółczynnik 


bi Bik -H 5184... H Ва, 


który ($ 27) jest zerem dla wszystkich wartości / odmiennych 
od k, zaś dla l= k jest =D”. Skutkiem tego prawa strona 
otrzymanej tu summy redukuje się do D"C;. Jest więc 


D'(A, ;B, i + mu +... АВ») D"Ci k; 
czyli 
А,В. АВ... + An, B, = Cir, 


co porównywając z zależnością założoną 
ак-ак... + алак,» 


dostrzegamy własność, którąśmy inaczej wyprowadzili 
w $47-ym (t). 


(1) Sposób otrzymania tego związku przez różn'czkowanie podał 
JOAHIMSTHAL, Sur quelques applications des déterminants à la Géométrie 
(CRELLE, Journal, t. XL, str. 46). 
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$ 65. 
Gdy, majac dany wyznacznik n-ego stopnia 


Фа, ... 04, 


ала)... Ann 


utworzymy systemat jego wyznaczników częściowych m-ego 
stopnia ($ 50), oraz systemat do tego ostatniego dołączony ($ 52): 


(m) (m) (m) (m) (m) (m) 
1,47 12; * ° > dy a An А, ә, LL 3 185 
(т) (m) (m) (m) (m) (m) 
d», . dz,2, 74 Фф» Аз, A3,2, * „c a zp Agu, 
(m) (m) (m) (m) (m) (m) 
Ан? B3» + °. ° 279p Ака, Ак з» +. « Адл, 


gdzie к=) › to możemy badać własności tych dwóch syste- 


matów p? ilości (będących wyznacznikami m-ego i (n—m)-ego 
stopnia), t. j. wyznaczników 


(m) ` (m) (m) (m) 

dia эз, „dy a А, {9 * *» ›А 
. ° = Ps; жч лр", ЖА = Am. 
(m) р от) (т) (т) 

d, 4 °з ә бк A; dzo S AR 


Takiemi wyznacznikami będa np., gdy 
0,1, Чэ, 04,3 
je. 
D— |аза, аз, 023), m=9, „=( (=3, 


аза, 03,2; 43,3 
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wyznaczniki 


ZEM 402,2, BEU 109,3, 
P.— > 


Уаз 403,9, 2-034035, 


lub, gdy 
04,4, 01,2; 


[05,45 4,2, 
wyznaczniki : 
ZE 102 2, 


EEA 405,2, 

ZEM 404,3, 
P. = 

Уаз 403,2, 


| 
| X2c05,404 ә, 
I 


Уаз 404,2, 


263 


E--0,,202,5 
EQ 403,2, ®-Е@( 403,3, Z=EQ4,903,3 |, 


Z Qa 203 3 


3,3, — 03,2 03,4 


Аз==|—@әэз, 23, —724]|; 
| 4595 —@, а 
0,3, 04,4 
02,3, 02,4 4 ` 
; mz, g — و‎ |20, 
03,3, азд ç 


04,3, 04,4 


Уа; 419,3, EEU 402,4, ®-Е‹ 023, 

Уа, 034 Ха; 302,4 
ZEN 403,3, EEA 403,4, E30, 903 3, 

Уа 5034, Ха. 33, 
Z=EQ; 414,3, EEU 404,4, E2501 204,3 

EEA 2044, Уа; 374, |, 
Уаз 403,3,, ZEda 03,4, Уаз 903 3, 

Уаз 203,4, Хаз 303, 
Уаз 4з, Хаз 1044, Z-E02,204 3, 

559144, ZE 304 4 
Z==Q3 404,3, Хаз 404 4, S-E03,204 3, 


203904 4, Z-EA3,304 4 
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Уаз 304,4, —EEN ls EEA 204,3; 
EE 4s, —E3-0540,5, DE 144,2 

EEM sls, Уаз зау, Уаз зау з, 
ZEN 1044, EEA: 104 3, SEM 404 2 

хаз заза, —ZEO заза, ^ X-Lasaqsa, 


A3 


Хоз даза, —У-Еа» 403,3, Уаз даз з 
ZEN 305,5, Уа вй, Ха, 2043, 
ZE 104,4, "ZE 404,3, EEA 404 2 
Уа, заза Уа, 203,4, —EEa заз з, 
EEA 403,5, ZEM даз з, п = СРД 
EEU 303,4, —У 0 902,4, Уа; заз з 
SEA лаз ду -——ЕБа, даз з, SEU лаз з | 
Osobliwie ważnym jest przypadek, gdy m == 1, wledy n=n 
i§§ 53, 61) 
MU dD | 


041,4 “Ам да; п 
PSD DZI: ró a s SES: 955 » „IZA. 
KS. „Aka | SB dD 


ECT. U et 
дала да» 


А, .,.. LET А, " 


Ten wyznacznik A nazwiemy wyznacznikiem systematu dola- 
czonego do systematu elementów danego wyznacznika, lub krócej 
wyznacznikiem dołączonym do danego wyznacznika. Tak np. 


йаа, аз аз э, —@з 
D> A A= ; 
аза, Q22 —0,2, Ga 
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0,4, 041,3, бз 
D=|ax, 0253; 02,5]; 
аза, 03,2, 03,3 
Уаз зазз, —X-0340533, Уа: лаз 
А == |— Ха, 203,3, Уа, лазз, —ZEM лаз з |; 


Уа; 202,3, —X2-0,,083, Уа; даз ә 


G; 1 0 
D =|є, d, O0j=adf--bce, 

0, e, 
d, 0 e, 0 e, d | 
„Pole loreal 

MECZ a, b eo 

e, fl 0, f |o, e 
0, b a, b a, 0| 
Lol а, » 
df, —cf, се 


=|--eb, af, —ae | —(adf + bee}. 
—bd, tbc, ad 


Mnożąc przez siebie wyznaczniki P, i Am, otrzymamy, 
wogóle, jako element i-ego wiersza k-ej kolumny iloczynu 
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(gdy mnożymy wiersze przez wiersze) wyrażenie 


Pa (m) (m) (m) (m) (m) 


di Aka + "i Ак: +... + His Ans 


które, przy ғ różnem od k, jest zerem, przy i zaś równem Ё, 
przedstawia wyznacznik D ($ 52). W iloezynie więc, który 
będzie wyznacznikiem „-ego stopnia ($ 48), mamy (3 35) 


DUO 0.40 
о D 


jest więc (') 


(") 


DAG =D". 


W przypadku, gdy m = 1, związek ten przechodzi w nastę- 
pujący : 
DA— р", 
zkad (°) 
Aczp»-:. 


to jest : wyznacznik systematu dołączonego do systematu elementów 


(1) CAUCHY, 1. c., str. 102, FRANEE Ueber Determinanten aus Unter- 
determinanten (CRELLE, Journal, t. LXI, str. 355), dowiódł, że 


n—1 n—1 
КАМ cx irepl 7) 


(1) Слоснү, l. c., str. 82. 
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danego wyznacznika n-ego stopnia jest (n—t)-sza potega danego 
wyznacznika. Naprzykład : 


Оа, YZ 
—2, 0, c,b 
B= = (az — by + сх); 
—0у, —, 0, а 
—z, —, —a, 0 
Дж 
0 Gr —aby--acz, —aba--*y—bez, acc—bcy +; с? 
| —a*z--aby—aez, 0 ,  acz—byzcz,—aawy-|-by*—cyz 
| aba —b*y-- bez, —aaz4r-byz—ez?, 0 , ax?—bgy+erz| 
—acr+-bcy—cz, cay bt eeyz,—aat-- bay сах, 0 | 
=|(aa?-bry-+-cwzy(a%r—aby—acz)-(-acy+-by?—cyz(—abar 4-93 — bez) 
+H(arz—byz+czY(ace—bcy--c?z)|” 
= Ках Вучје) (ас уст)? 
=P "M. 


§ 67. 


Mnożąc przez siebie dwa wyznaczniki 


йа, +  - „(yn by, « + > sda 
LE 30 3 0 T dh de DZE"  xa- lb 
апа, + + + Anm бн и: nin 


otrzymamy, jako iloczyn, naprzykład przy 


Qi Adk F аак, ©. . . EQ пкт = Ci ks 
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wyznacznik 


(ií + + Cim 


Cn 5 ° < » ;CTnn 


Utwórzmy wyznaczniki systematów dołączonych do systematów 
elementów D' i D" : 


Aint, "P. v „Ayn Bia, e... , Bın 
ЕА АЧА". 
Ала, EC e „Ann В, л, hà 0.) ‚Вл, 


Mnożąc przez siebie (wiersze przez wiersze) wyznaczniki А' ia”, 
mieć będziemy wyznacznik, którego elementem č-ego wiersza 
a k-ej kolumny będzie wyrażenie 


А; Вкл AiaBk.2-- +. + AinBkn3 


wyrażenie to ($ 47, 64) przedstawia ilość dołączoną do ele- 
mentu ci, wyznacznika D. Nazywając je Cix, możemy ilo- 
czyn A'A” przedstawić za pomocą wyznacznika 


0445145 Cin 


С»... ° Cn,n 


bedacego wyznacznikiem systematu dolaczonego do systematu 
elementów wyznacznika D, iloczynu wyznaczników D' i D". 
Jest więc (*) 

SASA; 


(!) CAUCHY, 1, c., str. 91. 


http://rcin.org.pl 


WYZNACZNIK DOŁĄCZONY, — ROZ. үп — Š 68. 269 


to jest 
> se A44... An,nE zk B, а...» — b> c= Cili: Gna: 


Wyznacznik, dołączony do iloczynu dwu danych wyznaczni- 
ków, jest iloczynem wyznaczników, dołączonych do danych 
wyznaczników. 


W przypadku, gdy D'—D', mamy 
== 
a ponieważ jednocześnie a” = 4', więc jeszcze 
A= A, 


Wyznacznik dołączony do wyznacznika, będącego kwadratem 
danego wyznacznika, jest kwadratem wyznacznika, dołączonego do 
danego wyznacznika. 


$ 68. 

Gdy, mając 
01,55 dym Antrea: An 
Dp de |ts ik ЖУ ТА 
апыз, dn,n RAR Ann 


utworzymy wyznacznik częściowy .m-ego stopnia wyznacz - 
nisa A ($50): 
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to temu wyznacznikowi częściowemu możemy nadać postać 
wyznacznika n-ego stopnia ($ 34) 


Ак А, 2; Ауа А, 


(т) Arp, Ars А А» | 


Tak przedstawiony pomnóżmy przez dany wyznacznik D 
w postaci ($ 24) 


Оран бз, Cut (ion 


++ | Ag y)... бз, Ооу бу» 


spy, О (yaya Ayw 


gdzie «ie oznaczają liczby zmian układów wskaźników 


Ө фу ys, МӨ 


р, Groes S, by yes, b. 
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Uskuteczniajae to mnożenie (np. wiersze przez wiersze), mamy 


(m) Sit Sk 
DREAM ау 


а„ pM sp er Asus 0 Gps p. rate A.......a. A. |...) 
4-а; „A, 

TAY. Vas ME I оАо. Чао! roy yp Ap}... 

| 

| +a, Ах. 


dy, i POZ) ан geses yt 
| а „өэ ат» OOM ао 


(m) Gr | 
9; 4D = (— 1) 012520, er Os. ОЪ 


йы, бы,..., Qn, Opto, буы 


[anws Ahues а; vs Uo. UN] 
inaczej ($$ 56, 33) 
| det» "мыз, аы 
| 


(m) + m [Ug dym... Myu 
Do, xw =(— 1) р E 


азо» dy,r,::., Ue 
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albo ($ 18) 
аы, suceso буе 
(m) m—1 tS | Agat, uu уо 
бк = = - 
ау, Qiu; dyw 
to jest (*) 


ml к 
z = А, Ава... Ат» =p ` (—1) z а, 10у. «0» 


Korzystając jeszcze z oznaczenia ($ 51) 


Eit Ek Sitik (n—m) (m) 
(— 1) Z == 0.4,u.. yv =(— 1) аділ ња = Aik; 


otrzymany związek możemy tak przedstawić: 


m) т—1 (т) 
QD Aik, 


ub też ($ 61, 65) 


m 


әр 2р 0D m—1 0 р 
by да, р NM p Jays re да, pM... М 


Wyznacznik częściowy m-ego stopnia wyznacznika A, dola- 
czonego do wyznacznika D, przedstawia iloczyn (m—1)-ej potęgi 
wyznacznika D przez ilość dołączoną do odpowiedniego wyznacz- 
nika częściowego wyznacznika D. 


(1) JACOBI, 1.€., str. 304. Zasadę przytoczonego tu dowodu podał Bor- 
HARDT- w liście (1853 r. lipiec) do BALTZER'a (BALTZER, |. с., w Л-еш 
wyd. str. 58). 
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Np., gdy mamy wyznacznik 


UNE 


T4,29*:*3 Tip 
13,29 Cp, 
Papye Бур» 
$з,..., Sp: 
ARR s 


(n =p 4-2), i gdy nazwiemy 


WARTO "1p 
s, wd az 
tips "pp 
‚ 
UR TELET] 
Tipse , 
KG 
TA ye esy ip ti 
Types Tppo бр 
$15,775 Sp» 0 


81, t 

33, ła 
, 

sp, tp 

0:50 

0:0 
UER ELETT) 


M Bies 


NY! 
"р U 
"рр, tp 

t, 0 
Pile 


"р m 


213 


(rj, =r) 


Vip, á 


pps Sp 


Sp» 


Pip, 81 


18 
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to, przy m =2, 


әр 
дар —.1,n—100n,n 


= z = Ani n=1,Ann = 


Ani n—1Ann = Ån- 1,1 Ann- 1, 
czyli 
DR —ST — 0°. 


š 69. 


Z dwu takich zwiazków 
(m) т—1 (m) 
jik=D Ак, 


(т) т—1 (т) 


1D Ap, 


wypada (*) 
(m) (m (m) (т) 
кб = Aik: Aj 
Wyznaczniki częściowe jednakowego stopnia wyznacznika 3, 
dołączonego do wyznacznika D, sa proporcyonalne względem 
ilości dołączonych do odpowiednich wyznaczników częściowych 
wyznacznika D. 


Z jednej z postąci wyprowadzonego w Š poprzedzającym 
związku wypada 
Jm ny. JD эр D 


Ja, ARTE " =p róg: pdg Xm. 


co może niekiedy znaleść dogodne zastosowanie przy obliczaniu 
drugiej, trzeciej i t. d., wogóle, m-ej pochodnej danego 


(1) Zob. JACOBI, ibidem. 
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wyznacznika za pomocą jego wartości i wartości jego pierw- 
szych pochodnych. 


Zestawiając wyprowadzone w $$ 65 i 67 związki 


п—1 
AzD $ 
(т) m-—1 (т) 
ik ZEE Ag pA a Az, = А; к, 
widzimy, ze, w przypadku 
D=4, 
jest także 
Az. 
skutkiem ezego 
4m) (m) 
„к= А; к. 


Jeśli wartość danego wyznacznika jest jednościa, to wartością 
wyznacznika doń dołączonego jest także jedność, wyznaczniki zaś 
częściowe (jakiegokolwiek stopnia) wyznacznika dołączonego przed- 
stawiają ilości dołączone do odpowiednich wyznaczników częścio- 
wych danego wyznacznika, i wzajemnie. 


(Że ta wzajemność ma miejsce, przekonamy się w taki spo- 
sób. Aby wyznaczyć ilosć dołączoną do wyznacznika częścio- 


(m) 
wego dix w wyznaczniku À, zwazmy, że z otrzymanego w tym 


przypadku związku 


(m) Sitik (n—m) 


Bik "(— 1) ami +1 p=k+1 (2) 
wypada 
Qm) Sa—i+ 1T 54 —k +1 (m) 
Òai takt (— 1 i,k» 
аі Ава (n— m) (m) 
(— 1) dis ta=k+1 =й. 6; 
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Że zaś iloczyn 


ғ += (m) (n—m) 
(— 1) караа 


przedstawia dokladnie ($ 51) pewna liczbe wyrazów wyznacz- 
піка D, więc i iloczyn pierwszych stron odpowiednich rów- 
ności (a) i (5), t. j. 


(m) Sami + hak +1 (n—m) 
ж? ГЕР РЕЧ Т 


przedstawia także dokładnie pewną liczbę wyrazów wyznacz- 
nika systematu dołączonego to jest wyznacznika A, skutkiem 
czego w tym wyznaczniku ilością dołączoną do wyznacznika 


m) 


częściowego фк jest 


гаі р-ка (n—m) 
= 911,84: 


gdzie 


ta—i+1 + fa—k+1 
są liczbami zmian układów wskaźników 


ys Xv ys 7; 0;..., б, 


# u, V, р, Q, 8 


Związek wiec (6), wyprowadzony ze związku zasadniczego (a), 
wskazuje, że, w przypadku D=1, wyznacznik częściowy 
wyznacznika D przedstawia ilość dołączoną do odpowiedniego 
wyznacznika częściowego wyznacznika dołączonego A). 


Ta ścisła zależność między danym wyznacznikiem i wyznacz- 


nikiem, doń dołączonym (osobliwie wyraźnie przejawiająca się 
w przypadku D = 1), jest przyczyną, że wyznacznik systematu 
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dołączonego bywa także nazywany wyznacznikiem odwrotnym 
(reciproke Determinante, déterminant reciproque). 


W przypadku 
jest takze 


jakotez, przy m1, 


(m) 
Qi p =I =E A, „Аво. - . Ars =0. 


Jeśli dany wyznacznik ma wartość zero, to wyznacznik, doń 
dołączony, jak również wszystkie jego wyznaczniki częściowe dru- 
giego i wyższych stopni, są zerami. 


Gdy liczbie m nadamy wartość m =2, to z równości zeru 
wyznaczników częściowych pewnej kombinacyi dwu rzędów 
równoległych 


PA А; A; | 20, czyli Ai Aj, — Ajn Ais == 0. 


УА; Aja 20, 
5 


> c А; Ал = 


AiaAja — А; А; з = 0 , 


AiuAjn — Ау A L = 0, 


wypada (!) 
Аңа : Aja == Ape? Aja = Ma: Aja = vës = Ain: Ajn, 
czyli 
JD 2D 23D,3D. әр р 0D , 2р 


даңа у daja Na : NE E Mia z 


(!) JACOBI, De elimitatione variabilis e duabus cequationibus alge- 
braicis (CRELLE, Journal, t. XV, str. 104). 
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jakoteż ($ 18) 
Arki Avi = Anki An = Аз: Аз =... Sg i Аһ 
czyli 
ON. AD. OBY. Qp: p op. OD _ oD 


dask ` дал daak дз Nagg dası Dank дала 


Jeśli dany wyznacznik jest zerem, to w systemacie elementów 
wyznacznika dołączonego elementy rzedów równoległych są propor- 
cyonalne (!). 


$ 70. 
Mając 
0445... 4 n Aven» Ain 
BD. , A= , 
апа,» апп Аз... Ann 


możemy wyznacznik A rozłożyć według elementów pewnego 
jego rzędu ($ 25) 


A= А naia + Aiai FF... PAG шп, 
jeśli, w ogóle, przez о; nazwiemy ilość ($$ 25, 61) 


Aia yn. А, к: , А, к+1 5...7) Ain 


itk А Нота Аз—з k-45 A-1, Eris, А» = dA 


(— 1) дА к. 
Aitta А; +4,k—1; Адказ.) А ыл 


Ana s.s... Алк—1 , Ank+1 s... Ann 


(1) Zestawiając tę własność z poprzednia, porównaj twierdzenie š 30-ego. 
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Te ilości utworzą systemat 
«лл, Q4,25:-*5 OH ns 


03,4, 02,245, UŁ2 ny 


®п,1› 0,2). On my 


którego wyznacznik jest tem dla wyznacznika A, czem jest 
wyznacznik A dla wyznacznika D. Możemy więc wyznacz- 
nik tego systematu ilości a; k, jako wyznacznik dołączony do 
wyznacznika dołączonego do wyznacznika D, nazwać wyznacz- 
nikiem systematn dołączonego drugiego rzędu do systematu ele- 
mentów wyznacznika D (*), lub krócej, wyznacznikiem dołączonym 
drugiego rzędu do wyznacznika D. 


W otrzymanej w $ 68-ym zależności 


(m) т 1 se, (n- -m) 
dk =D (— 1) O ESPTE 


przyjmując 
т=п — 1 , 


z powodu, że wtedy ($ 53) 


: (4) 
u= п, t —i—1, a —k—1, d, s= arai 


otrzymamy 


(n—1) n—2. i+k (f) 
3j = D esa 1) n—i +1,n=k + 1» 


czyli 
in—4) n—2 i+k 
dk =D (—1) Ярі +1,n=k+1* 


(1) Cauca, 1. c., str. 77, 82. 
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Nazywając | 
n—i-4-1—j, n—k--1—1, 
zważywszy, że wtedy 


itk 4-1 


0 zip, 


możemy nasz związek tak przedstawić : 


(n—1) n—2 j+! 
dn=j+1.n=1+1 ==) .(— 1) аўы, 
zkad 
j+! (n~) n—2 
(— 1) - moj +1 n=l+1 =D ал. 
Lecz ($ 53) 


j+! (nA) 
(—1) Ф i+t,n—l+1 


Aga ELERE) Aql— , Алал sees Arn | 


j+? Ауе. Aj—14—1; Аз ула , Aj—in 
= (— 1) = aj, 
AT Ста Åj sits Азы ИЛ +» Aj+1n 


Ала PERLE Ån, = , Алл EEEF) Ann 
więc 
ŻY VIE т 5 — s= D. ајд. 
llosé dołączona drugiego rzędu do elementu danego wyznacz- 
nika n-ego stopnia jest przedstawiona przez iloczyn tegoż ele- 
mentu przez (n—2)-ga potege danego wyznacznika (*). 


(1) CAUCHY, |. c., str. 82. 
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WYZNACZNIK UKŁADU RÓWNAŃ LINIOWYCH. 


$ 74. 


Gdy dany jest układ n równań liniowych z n zmiennemi 
niezależnemi 


04424 + ara za -|-. . . + Oy nEn = š, 

2,74 -+ LELE: + ... E аз nEn = £s, 
(1) 

Anati} an, 27: +... + Qn пап = En, 


to wyznacznik systematu n* spółczynników tych równań 


адз QU,” + + + (4 n 


024, dag; . . . ‚аз п 


апа, An, 2, + + + slnn 
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nosi nazwę wyznacznika układu równań (1), lub (*) wyznacznika 
równań (1). 


Jeśli wyznacznik D nie jest zerem, to każdemu układowi 
wartości skończonych dla 


Ё, Ea, lk ‚5 


odpowiada układ wartości skończonych dla 
ZAŁ 5 Te 


Jeśli w wyznaczniku 


D= a, кА: kaz kAzk +. . . + On kAn,k (2) 


pomnożymy wszystkie elementy k-ej kolumny przez zy, 
to ($ 29) 


ааа,» ку ут O4 4 33225004 зу 04 n 


Юс usq uM EI. S> w, ty tw 


Up ay sU ne y nun Up a yes Un ER, es y Tun 


Nie naruszając równości, możemy ($31) do elementów k-ej 
kolumny wyznacznika po prawej dodać elementy pierwszej 
jego kolumny pomnożone przez 2, drugiej pomnożone 
przez z2,...,(k — 1)-ej pomnoznne przez zy ,, (k--1)-ej po- 
mnożone przez zy .4,...,n-ej pomnożone przez zn. Wtedy w /-еј 
kolumnie wyznacznika po prawej znajdują sie wyrażenia, 


(1) JACOBI: « earum aequationum Determinans. » (De formatione..., 
str. 296). 
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będące pierwszemi stronami równań (1); zastępując je przez 
drugie strony tych równań, otrzymamy 


ацл ns Ез, бап Gisse „б DELI 
к= , 
Up Aye s Un ey y nun ав». yon; nn 


lub, stosujac do wyznacznika po prawej rozklad (2), 


Dzj А. + Аз |. o o | Anas (3) 
zkad (*) 
Tę = Ак —- Аз д4 +... А.к 
р , 
czyli 
Gi, + + + s04,k—1) Eur dU «105010 
ацлау. ° + n k—ts 5, Gnkedy + + + lnm 
Tk = — — • 


ааа, + + + s04,k—1> бүк, Oy k+t> + +. п 


апау. : + ›@п,к—ц› n, @п,к+ї›. + + yn, 


Nadając w związku (3) liczbie k wszystkie wartości 1, 2,...,n, 
ze związków 


рх, = А, a% FAs, +... EE An an; 
Dz: = А, sti + Аз әз -+ t EE Аң зЁп, 


Dz, = А. ай + A: „5 + ... + Án, iEn; 


(4) 


(1) LEIBNITZ, CRAMER (porównaj Š 17). Ta zaś ogólna postać dana 
przez CAUCHY'ego (l. c., str. 70). 
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zastępujących równania (l), otrzymamy podobne wyrażenia 
każdej z ilości дү, 22,...,rn przez spółczynniki równań (1) i 
ilości £j, £j, . . . ‚Ёл. Jeśli te ostatnie są stałe i nie wszystkie 
równe zeru, to otrzymane wyrażenia przedstawiają układ war- 
tości dla n niewiadomych £1, 25,...,75, zadosyć czyniących 
jednocześnie wszystkim n równaniom (1) — przedstawiają roz- 
wiązanie równań (1). 


Gdy dany jest układ równań liniowych, z n niewiadomemi, to 
wartością każdej niewiadomej jest ułamek, w mianowniku którego 
Jest wyznacznik tych równań, w liczniku zaś wyznacznik, otrzy- 
many z poprzedniego w skutek zastąpienia spółczynników tej nie- 
wiadomej przez odpowiednie wyrazy wiadome równań. 


Wszystkie więc wartości niewiadomych mają spólny mia- 
nownik : wyznacznik układu równań. Spostrzeżenie tego, 
jakeśmy widzieli ($ 17), było punktem wyjścia rozwoju teoryi 
wyznaczników. 


Naprzykład 1°) 


SWAP 40, 4, —3, 2 
oz -9y — 15—417, D--|5, 9, —i |= 1718. 
^ui 8y — 32—91; 9 8, —8 

40, —3, 2] - |4, 40, 2 4, —3, 40 


41, 9, —1|—1180;|5, 47, —7|—350:5, 9, 47|—534. 


97, .8, `8 0:200 6:9 4,58. 01 
— 1780 — Sto PN x M. 
rc CUM A 20 1 wata sep ез 
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9°) 
мыр; 4, 2, 3, —3 
Jr Lo 2==11, D==| 5.0 410. 
c++ y—2:— l; 1,1, —2 
4, 3, —3 9-4 me NOS 
17, 0, 41|=50; (3, 1 1| =0; |3, 0, 17 | 20. 
T 9 1, 1, —9 1,4, 1 
oO". Z 0 20 
— = — = z= =9 
Ый a SZATA I 
39) 
y-Hzku=a, 10 А, 1; 4 
+: +=, t OSA 
pz = — 3 
cy ие, t PARI NEE 
z+y+z =d; ie 2508,70 
0:2 1; T4 4 
ENS LB. 0+ cd — 2a 
3 64 4, 0, 1| 
БЛГ Л 
(0512; ЧЧ 
Ц ó, 1, 1| „лла о 
y=—3 =— 
б. 18, 005 | 
la, d, 45 4| 
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0 НЕ 93 
“ЧЕ 45 © 5 1] q3p a ршде. ; 
A S ГТ Sm e. 
1304, „4, 1 
|0, РЕ: 10 
iib enn M М _а-+5-с—94 
V REN ° ; 
H. 4, 3,4 
8 72 (7). 


W przypadku, gdy dane jest jedno równanie z jedną nie- 
wiadomą, 


f (2)—0, 


a lewa jego strona przedstawia się w postaci wyznacznika, to 
niekiedy, przez odpowiednie rozwinięcie lub też przekształcenie 
wyznacznika, możemy wprost znaleść pierwiastki równania. 
Naprzykład (?) 


1°) 
С24- 0, A, В 


f(z)=|az + p, —1, ires 
br--q. 0, —1| 


(1) Właściwie treść tego $-u ma tylko związek pośredni z badaniami, 
w tym rozdziale prowadzonemi, które mogą być także uważane , jako 
odnoszące się do zastosowania wyznaczników do rozwiązywania równań. 

(2) Wszystkie przykłady tego$-u są wzięte z Dosron'a: Eléments de la 
Théorie des Déterminants, str. 81 i następne. 
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1ес2 tu 
бугул ЭВ ПШ “Ды В 
f(z)—|a —t, 0|c-|p, —1, 0j; 
b, 0, — 4, 0, —1 
wiec 
D. AU “В 
р, —, 0 
gie СИНЕ РНЕ RRE 
(1,78; UB Aa + B^-- C ` 
a —1, 0 
ROT EE" 
2°) 
a—c , ab=—xcos6 
f(v) = = 0; 
ab— = cosh, 0—2 
Pr |а, cos 1, cos 
f(c)=— б — аг g? 
cosQ, b 0254 cos0, 1 
= a (vsin*9— a? — b’ +2ab cos0): 
а’ =0, "= a2 + b? c= 2ab cos0 A 
sin? 
39) 
т, a, b, с 
|a, % 070 
Г) = =0; 
000270 
О чыт SES 


http://rcin.org.pl 


288 - TEORYA WYZNACZNIKÓW. 


E x E. E абд Ó; e 
T rr 
f) aa 1, 0, о Фу, 32710; M 
6.0, 4, 0 OT, А 
e, 0, 0, 1 О 071) 


1 Id d, 3 
Ow m0, 0 
a a, 1. 0, 0 
= aabe 1 E 
, 0, 3 0 p, 1, 1, 0 
6-07 10,1 
O | i 


= az? — a? — P — c*); 
z'=z'=0, г" УАР, a= NT Феро. 


4) 


f (2)= ()=0; 


(1) Jestlo szczególny przypadek wyznacznika ogólniejszego (SALMON 
Lessons introductory to the modern higher algebra, w trzeciem wydaniu 
Dublin, 1876 str. 16). 


Gdy nazwiemy 


(ж, — ac) (a; — a) "T lEn —@== q(x), 
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gj а, а, + 

а—х, 2—а, 0, 9 

f= |= 

|а—х, 0, z—a, 0 

! 

| 

1—2, 0, 0, z—Aa| 


—1, 1, 0 
=(ж—а)% =(z— ay(z-1-3a); 
оа 4 ens 
—1, 03. 4 
x = = 0 а zv = — 3a 
$ 73. 
Gdy układ równań (4) š 71-ego 
Dz, = А.ё. + PEN ds T Ana Św 
Dr: = А, 2. -|- Аз әб H . . . + АЁ, 


Dzn =Å; пб, + Aeng: + DA 


> 


. + А, m" 


289 


(4) 


zechcemy rozwiązać względem ilości £i, 62,...,5n, podobnie, 


to 
Wy, c p] QG... б 


2, Wy Q4, © 


2, Wy Qj, Ln 


http://rcin.org.pl 


290 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 
jak w $ 7I-szym rozwiazališmy układ (1) względem ilości 
Zi, Wa... sa tO, nazywając w wyznaczniku tego układu 
(SS 65, 66) 
А, а, А, з, YE PN Ain 
Аза, Аз з, OCZ s Aan 
==A=D 


, ° ә 


Аза, An, ++ „Ann 
spółczynnik przy А przez sik (ў 70), otrzymamy 
(A = ara DZ, + a 2DZ> + ZW) E ол nD.Tn, 
m = o Dz. -- «з 2025 E Vie. аз „рь, 
Г 
"a Fan 2025 +... -H опа, 
czyli (*) 


Des mud. و‎ +. FAS gat, 


AC i bd án f 


U 


«п “п, ARN 
Ip „рез Ta F ре n= bn: 


Te jednak równania są jednoznaczne z równaniami (1), więc (°) 


D» 


E = llik, 


(1) CAUGHY, 1. c., str. 77. 
(2) CAUCHY, ibidem. 
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zkad wypada związek otrzymany w Š 70-ym : 


n=2 
aik =D ~ ак. 


š 74. 


Wyznacznik dwu następujących układów po n równań linio 
wych z n zmiennemi niezależnemi : 


liti + (4,202 +... -r l nn = Ё, 
2444 -]- азза | . . . = danln =$2, 


(1) 
Qn aTi EH [RE + sia ATE Qn nin — 8; 
“ау + азу + Pa 4 An, Yn =m 
12/1 + аз зуз d.c An,2yn = n3, (5) 


\ ny EE а» пуз + mę -- dn,nyn= nm 


jest ten sam, spólny, mianowicie ($ 18): 


йа, Q4,2; + + lm 0145 (2,45, + + + Ana 

азд, 03,9, . +. Aam Qs, аза, + + + 301,3 
= = ç 

(In, (In, » + 6 nn Aims Amy + + + Орт 


Układy takie o spólnym wyznaczniku nazywają się jeden 
względem drugiego pochodnym (système dérivé). 
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Z systematów (1) i (5) wypada 


Dz, = А.а -= Аз. |... + Алба, 
Dra А, з + Аз 4... + Ала, (4) 


Dz, = Ail + Аза +... + An nón; 
Dy, = Mmi + Аз +... + Aem. 
Dy: = Алт + Аз зуг E Tac + Аз лп, 
| "n (6) 
Dyn = Anani + Anata ee Алт. 


Jeśli równania (6) pomnozymy : pierwsze przez š, drugie 
przez £s. .., ostatnie przez £j tak pomnożone dodamy 
i uwzględnimy związki (4); alboteż, jeśli równania (4) pomno- 
żymy : pierwsze przez nı, drugie przez qa,..., ostatnie przez nn, 
tak pomnożone dodamy i uwzględnimy związki (6), — to, tak 
w jednym jak i w drugim razie, otrzymamy z dodania 


ШАТ + D£sys +. . + ёзу = Dzin Dtme +.. Dann; 
czyli zwiazek (*) 
UA £y: +... == 11 ат. FH Tnn, 


istniejący między ilościami, wchodzącemi w dwa układy o spólnym 
wyznaczniku. 


(1) JACOBI, 1. c., str 296 
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š 75. 


W przypadku gdy w równaniach (1) wszystkie, prócz jednej, 
ilości po prawej są równe zeru, np. 


ZRZESZA Z =.= m!) 


to mamy układ n równań 


aun +a +... aan =0, 

АКАК Лы 
iıı -H 228 --... + алп = 0, 
аа F lito +... 4} antn =, 


lap 124 + ап эЛ» БЕ C A- -- Annin = 0, 


liniowych i wszystkich, prócz i-ego, jednorodnych. W tym 
przypadku zwiazki (4) przechodza w nastepujace 

Dai Ainaki; Рә А; ә; Dzz=A;,sfj;..;Dza = Aini (7) 
Каа 


2% Aq == 2 CAFS | A =. 5 ASR? B): 


czyli 
Bi 125 3: da Ty ZAŁ CAG Ате 2 SAT 


Gdy dany jest układ n równań liniowych z n niewiadomemi, 
z których-to równań n —41 jest jednorodnych, to wartości dla 
niewiadomych sa proporcyonalne względem ilości dołączonych 
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(w wyznaczniku równań) do odpowiednich spółczynników tych 
niewiadomych równania niejednorodnego. 


W szczególnym przypadku, gdy 
&=1, 
to zwiazki (7) staja sie 


Dzy=Agu; D= Áis; Ои Are, 
a że ($ 61) 


dD 
Арк E "76 
więc wtedy 
әр әр 3D 
дез ; Те a s; ;Tn= e , 
czyli (*) 
2. AlogD. * . 9logD, dlog D 
do Ja , g— WYP 1 , чп ain 
§ 76. 


Jeśli w układzie (1) wszystkie ilości 
TEA E ELA 


to ten układ przechodzi na następujący układ n równań jedno- 
rodnych z n zmiennemi 


(4,444 F 04,242 +... ann =0, 
s12 -F asst: + + o + dann 20, | 
, (8) 
aniti apatih +... -]- опаа —0, 


(1) BELLAVITIS, |. c., $91. 
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związki zaś (4) даја wtedy 
Dr; =0; Dz,—0;...; Dry =0. 
Jeśli więc wyznacznik D nie jest zerem, to układowi ró- 
упай (8) zadosyé czynią tylko wartości (*) 
mw ==: r E BRZ 
naprzykład 
9ш, = 8л» = 0, 
DZY = пе ZO; 


14 = La = 0. 
Jeśli zaś wyznacznik D —0, to wtedy ($ 27) 


(аа „Aa + (4 Аз + pr + (4 nAi,n == 0, 
аз AÀ а + CEFYNIE + PAD + аз nAin EO 


ө 


kadra а Аа +. .. + OinAin = DO, 


, ^ 9 


An AAA L ап зА: ec AnnAin =Q. 
Porównywajac te n związków z n równaniami (8), widzimy, 
że, gdy niewiadomym nadamy wartości, zadosyć czyniące 
warunkowi (?) 


D Ze ЧАЧЕ Zn ZmÀp Aa Bpa et An; (9) 


(1) JACOBI, ibidem. 
(2) JACOBI, ibidem. 
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to równania (8) beda sprawdzone. W proporcyi (9) wskaźni- 
kowi ¿ możemy widocznie nadać którąkolwiek jedną z war- 
tości 1, 2,...,n. Oczywiście, aby proporcya (9) nie była illuzo- 
ryczną, potrzeba, ażeby nie wszystkie ilości А; były zerami. 


Jeśli wyznacznik układu n równań liniowych, jednorodnych, 
jest różny od zera, to tym równaniom zadosyć czynią jedynie 
wartości zero dla wszystkich niewiadomych ; jeśli zaś ten wyznacznik 
jest zerem, a nie wszystkie jego wyznaczniki częściowe |n—1)-ego 
stopnia sa równe zeru, to wartości tych niewiadomych są pro- 
porcyonalne względem ilości dołączonych (w tym wyznaczniku) 
do odpowiednich spółczynników jednego któregokolwiek z tych 
równań, 


Naprzykład 1°) 


Ar, 212 Tą =0, 4, —2, 1 
—24,-- 2-|-323==0, D= —9, 1, 3 =0, 
—6>, + 32, 4- 227 —0; 20. 828 

— 1 Ж; 4 4, —2 
44 ول‎ : Tą =— : — 
9299 —6, 2 —6, 3 
= T 440 
== % 0, 


a więc, gdy nadamy : dla z, wartość jakąkolwiek, dla z war- 
tość dwa razy większą niż dla z,, dla z; zaś wartość zero, 
naprzykład 


z,—10; z+—9zx,=20; 23з:=0, 


to sprawdzimy równania dane. 
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Әә 
z) 
22+ 4y—3z =0, 2 4, —3 
3a--ATy-4- z=0, == ЖЕ MEO, 
\ z+ у—2:=0; 1, 4, —2 
TES 3, 11119, 41 
de a = 
1, —2 4 226 A 
=— 35: +7: — 14 
=— 5 1:— 29; 


jakąkolwiek więc tu nadamy wartość dla jednej z niewia- 
domych, naprzykład dla y, to, mnożąc tę wartość przez — 5, 
otrzymamy wartość dla z, mnożąc ją zaś przez —2, otrzy- 
mamy wartość dla z. 


Wogóle z proporeyi (9) wypada, że jednej niewiadomej mo- 
żemy nadać dowolną wartość, byle dla pozostałych wyznaczyć 
wartości, zadosyć czyniące warunkowi (9). 


Jeśli wyznacznik układu n równań liniowych, jednorodnych, 
jest zerem, a nie wszystkie jego pierwsze minory są zerami, to 
układ równań jest jednokrotnie nieoznaczonym (einfach un- 
bestimmt). 


š 77. 


Jeśli nietylko wyznacznik D układu równań (8), ale i wszystkie 
jego wyznaczniki częściowe (n— 1)-есо stopnia sa również 
zerami, to proporcya (9) staje się illuzoryczną (przy wszystkich 
wartościach wskaźnika 7), a tem samem inna należy wtedy 
droga odnaleźć rozwiązanie równań (8). 
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Postawmy kwestyę ogólniej. Przyjmijmy, że tak wyznacznik D, 
jak i wszystkie jego wyznaczniki częściowe (n— 1)-ego, 
(n — 2)-ego,..., (m -+ 1)-ego stopni są równe zeru, lecz, że już 
nie wszystkie jego wyznaczniki częściowe m-ego stopnia są 
równe zeru. 


Niechaj różnym od zera wyznacznikiem częściowym m-ego 
stopnia będzie wyznacznik np. 
ааа, 049 s, Oum 
аза > аза yrs Aam (m) 
=. 
атла,  dm,2::::+llm,m 
Utwórzmy ad hoc wyznacznik (m -1- 1)-ego stopnia 
Aia s 04,2 4m s C4, m+10m+4 U m+ alm+2 LEM nin 
азд з 03,2 y узт 5 C2,m e Um e 4 AUE +2 +. aa ntn 
, ` [==4. 
Ята, ат, ,›@т,‚т, Umm + ат 1-Hlm,m «24m + +. «am п 


Qj, s Ci, y: «sium 5 Oi m «AUm 44 lim + Dm «2 p.p inin 


Jest on tożsamościowo równy zeru przy jakiejkolwiek war- 
tości (1, 2,...,n) wskaźnika 7, składa się bowiem ($ 28) 
2 п — m składników 


044 › Чэ...) т » Cms 
02,4 › @зз ›»..,@ә,т ; бәт+› 

Tmz 
атл» Üm,25 Cmm, Am,m +i 


Oi, s Qi selim > limi. 
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(i 1, 2,...,n— т), z których każdy dla 


tożsamościowo ($ 20), zaś dla 


i=m--l, m--2,...,n 


na mocy założenia (jako wyznacznik częściowy (m-+-1)-ego sto- 
pnia wyznacznika D) jest równy zeru. Rozkładając zaś wy- 
znacznik d według elementów jego ostatniego wiersza i nazy- 
wając ilości dołączone do tych elementów przez 


(m) 


Pu D> + . „Pm; p(— d, 4), 


widzimy, że te ilości od wartości, nadawanych dla wskaźnika 7, 
całkiem nie zależą (gdyż pozostają wciąż temi samemi wyznacz- 
nikami częściowemi kombinacyi pierwszych m wierszy wy- 
znacznika d), oraz, że pierwsze m z nich, t. j. ilości 


pis pnm 


jako będące (z odpowiedniemi znakami) wyznacznikami częścio- 
wemi m-ego stopnia wyznacznika d, zawierającemi jego 
(m -]- 1)-szą kolumnę ($$ 25, 53), posiadają w każdym wyrazie 
po jednym elemencie (m--1)-ej kolumny wyznacznika d, a tem 
samem są funkcyami jednorodhemi, liniowemi względem 
zmiennych 


Tm + 1» Lm + gee Tne 


Rozkład zaś sam jest 


tti арі: pete Hai mpm (ai m +m; +. é «Fai ntn)pzd=0. 
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Nadajac liczbie 2 wszystkie wartości 1, 2,...,n, otrzymujemy 
związki E 


араара... 04 mpm Hm s Vm 44-11-04 n£n) p = 0, 
2,41 аз әр» H.. + аз mpm + (02m + Cn +1. „-Еаза©а)р = 0, 


dn Pian, aa +.. s+ mm-l- (an m + m +1 -+Е.›-Ҥа„»©һ)р=0, 
Porównywając je z równaniami (8), które tak pisać możemy : 
M AT, ал 2 --. |-03 mtm Hlas, m rimi}... 

LA nTn). 1 — 0, 
аз ACy|-03 ers -]-. „Qa mtm (as m + m +1--1* 

Faz nTn).1=0, (8) 


an 4471-05 sta}, .--an,mZm--[an,m +m + +... 
Fan nTn).1 = 0, 
spostrzegamy, że ($ 76) 
ditm... ampio разора : p, (9^) 


oraz, ze z tej proporcyi wyznaczone wartości dla m niewia- 


domych 
Ti, 2ә,.. „Хр (10) 


zadosyć czynić będą nietylko m pierwszym równaniom (8), 
lecz również i każdemu pozostałemu z tych równań (!). 


(!) KRONECKER, w wykładach na uniwersytecie Berlińskim, w semestrze 
zimowym 1864/5 r. (Por. BALTZER l. c., w 2-em wydaniu str. 62). 
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Wyznaczając z warunku (9') wartości dla którejkolwiek z nie- 
wiadomych (10), mamy 


zk:i=p:p, k= 1; 2... 095 


Tk = 
p 


gdzie рь, jakeśmy wspomnieli, jest funkcya jednorodną 
liniową zmiennych 


Xni; Xm435: i. (M) 


Zatem n—m niewiadomym możemy nadać dowolne wartości, 
byle, zależnie już od nich, wartości dla niewiadomych pozo- 
stałych wyznaczyć z proporcyi (9'). 


Jeśli tak wyznacznik układu n równań jednorodnych liniowych, 
jak i jego wyznaczniki częściowe (п —1)-ego, (n — 2)-ego, 
..,(n--1)-ego stopni są wszystkie równe zeru, to układ jest 
(n — m)-krotnie nieoznaczony. 


(Niekoniecznie atoli dowolne wartości możemy nadawać 
tylko zmiennym (11), aby, stosownie do nich, wyznaczać war- 
tości (10) z proporcyi (9) : — owszem, którymkolwiek n—m 
z pośród niewiadomych 


Ti; Xa. o! 19 Tn 


możemy nadać wartości dowolne, byle wartości dla pozostałych 
m niewiadomych wyznaczyć z proporcyi (%). — Również, 
tylko dla ułatwienia w przedstawieniu przyjęliśmy wyżej, że, 
z wyznaczników częściowych m-ego stopnia wyznacznika D, 


(m) 
wyznacznik dy, jest różny od zera. Mogliśmy byli wziąć który- 
kolwiek z różnych od zera wyznaczników częściowych m-ego 
stopnia : rozamowanie byłoby takież samo). 
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Naprzykład 1°) 

|2, + 2 —- 313 =0, =29,'4, 3] 
Au, — 212 + 230, D=] 4, —2, 1|=0; 

\|— 6z -H За + 324 — 0, —6, 3, 3 


lus 


uklad jednokrotnie nieoznaczony ; jakoz : 


andi s=T: 


а En di,3, аі T1 


l, —32z, (3) 
Tą: T3 = = : d3 
, 42, —2, 4, 
= Taye 0,2411. 
= zr" 0 :43 
gdy z, dowolne, to z=2z,, z; =Ù. 
2°) 
6c--2Ży--3z-2u — 0, 56, :2- SZR 
16z-H6y--7z-Hóu = 0, 16, 6; ROS 
l0z-F-4y--Az-L-3u == 0, mm b. 4408 
l0z-I-2y-]-72-]-hu — 0; (о, 9, 1, 4| 
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4 (3) (3) (3) (3) 

( (=4 : dha =4d;s==4,,I=0, 
3 13) 3 (3) 

ГАИ dis — АЕ d, ,=-0, 


(3) (3) (3) 9 
dz , 5, — ds, —d;,, —0, 


(3) (3) (3) (3) 
dy 4 =d4 a dy 3 "dys; = 0: 
(4, 4 (2) 
ол 20: 
2; 1 


układ dwukrotnie nieoznaczony; znajdziemy rozwiązanie : 
4, 4, 102--Зи 
d=| 2, 1, 10r-L4u |; 
Qi, (ia, Qil- âi, su 
4 10243 
=; 102 + 4и 


4, 102 + Зи 
1, 10x- 4u 


(2) 
: 6,4 


y:i zi 
=— (z 4-и): — 10)22 + u): 20 
——6r—u:—2(2z--u):4; 


gdy nadamy niewiadomym np. 


24 


wartosci dowolne, to 


naptzykład 
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š 78. 


W $76-ym widzieliśmy, że jeżeli układ równań 


(ааай, +} 04272. - + + a nTn 0, 
93 + (15,242 -H "^ EE а nTn = 0, 


(8) 
anali + ап... + an, ntn = 0, 
nie jest illuzoryczny, t. j., jeśli tym równaniom nie mają czynić 
zadosyć jedynie wartości zero dla wszystkich niewiadomych: 


inaczej, jeśli one istotnie posiadają (spólne) rozwiązanie, to 
„koniecznem jest, aby wyznacznik tego układu równań 


ШЕ йз, ° + s04n 


аза, dag. : + + sdan 


Ants On,» + + sum 


W Algebrze (*), równość, powstała z przyrównania do zera 
pewnej funkcyi samych tylko spółczynników układu danych n 
równań (jakichkolwiek stopni) jednorodnych, z n niewiado- 
memi, wyrażająca warunek istnienia spólnego rozwiązania 
danych równań, nazywa sie ich równaniem wypadkowem (æqua- 
tio resultans, la résultante, æquatio finalis Samą zaś ową 


(1) Zobacz przekład polski dzieła SALMON'a Lessons introductory to the 
modern higher Algebra, stanowiący drugi tom SĄGAJŁY Wykładu zupeł- 
nego Algebru, rozdział VI, strona 61. 
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funkcyę spółezynników nazywają rugownikiem [le résultant ("), 
eliminant ()] tych równań, lub też rugownikiem wyrażeń 
algebraicznych jednorodnych (jor), których przyrównanie do 
zera daje owe równania. Z tego więc, cośmy wyżej powiedzieli, 
wypada, że 


Wyznacznik układu n równań jednorodnych, liniowych, jest 
rugownikiem (3) tych równań (*), czyli rugownikiem n form linio- 
wych zn zmiennemi, przez przyrównanie do zera dających te 
równania. 


$ 79. 


Jeśli dane są dwie formy podwójne (to jest z dwięma zmien 
nemi) n-ego i m-ego stopni 
(2,1) aoc" - az" 7 !y at" y? ... + anaty + any", 
yc y) = boc bia" т... ы-у" ыу", 
to, jak zobaczymy, rugownik ich może być przedstawiony w po- 
staci wyznacznika odpowiednio utworzonego układu równań. 


Zajmiemy się metodami otrzymania takiego układu równań, 
któregoby wyznacznik przedstawiał rugownik form (2,0) 
i pey). 


(!) BÉZOUT. 

(2) DE MORGAN. 

(3) Ta polska nazwa spotyka się po raz pierwszy u SĄGAJŁY, l. c., 
str. 61. 

(4) To było przyczyną, że, przy początkowych badaniach wyznaczni- 
ków, nie oddzielano ich pojęcia od pojęcia rugowników, tak dalece, że 
CAUCHY, wprowadzając nazwę «déterminant,» zastrzega, iz: «les deux 
expressions suivantes, déterminant et résultante, devront étre regardćes 
comme syaonymes.» (l. c., str. 51). 


w 
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1. Aby dwa równania 
#(® у) =0, y(z,y)=0 


posiadały spólne rozwiązanie, np. „у, polrzeba, aby lak 
forma s(c,y), jak i forma (x,y) w liczbie liniowych czynni- 
ków, na jakie się rozkładają, miały spólny czynnik (*) 


cy —wy. 


Zważmy, że, czy pomnozymy formę (x,y) przez pozo- 
tale m— 1 takich czynników liniowych formy y(z,y), czyteż 
pomnozymy formę díz,y) przez pozostałe n—1 czynników 
liniowych formy (z,y), to oczywiście, otrzymamy zawsze len 
sam wypadek, w postaci funkcyi jednorodnej zmiennych zi y, 


(!) Odpowiada to, w przypadku niejednorodnego równania f(z) = 0, 
(n) 
n-ego stopnia , mającego pierwiastki z/, z^,..., z „ znanemu rozkładowi: 


(n) 


f(z) = ад" a,27—! 4- ... +a 42 4- a, Fay z — (2 — :°)...(@—: ). 


w a! a 
=- = —, 20 == —,..., 3 =— A 
Jeśli tu nazwiemy z 7] zaś y" ys "DE po 


mnożymy obie strony przez у , oraz przyjmiemy a="... * 10 
g(w, y) m (xy! — a^yYay" — ay)... (ay К =@ y). 

Skutkiem tego, ujawniając spólny czynnik form zr, y) i (с, 0), możemy 
pisać je tak: 
| ę(r.y)=(ay' — w'y) (pyo" —! 4- piw" y 4- prc" yH... 
| Óp —a0in— ра y"—t), 
ü ж, y) = (yey) (quz -i qum Fay. 

Hin- T yr ae: 1). 
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stopnia (л -|- т — l)-ego. Jeśli więc, mnożąc formę s(z,y) 
przez odpowiednio dobrane wyrażenie, otrzymamy funkcyę 
jednorodną (n-- m — 1)-ego stopnia, a mnożąc forme 4(2,y) 
przez odpowiednio utworzone wyrażenie, otrzymamy także 
funkcyę jednorodna (n--m —1)-ego stopnia, to warunki, pod 
któremi te iloczyny przedstawiają tę samą funkcyę, wyrażają 
warunki istnienia spólnego rozwiązania równań s(z,y) = 0 
i (aj) =0. 
W celu otrzymania takich warunków, pomnóżmy formę (2,3) 
przez dowolną funkcyę jednorodną (m — 1)-ego stopnia 


Agi" LAH... Ap 32) 7 Ау", 


wprowadzającą m stałych dowolnych Ao, Ag... ,Am=s,Am=1,— 
formę zaś J(z,y) przez dowolną funkcyę jednorodną (n—1)-ego 
slopnia 


—(Boi" 1L В—%у -+ ... -H Bn=scy'-*--Bn— 17171), 


wprowadzająca n stałych dowolnych Bo, By,..., Bn-s, Ва. 
Aby tak powstałe wyrażania jednorodne (n--m—1)-ego stopnia 


(Aozn- 1-- A,2"—2y-I-. .. A 444" K(aoz" Fazy. ay"), 
—(Boz"—!4-B z"— y4-. „АРВ у) туту... omy") 
przedstawiały lez samą funkcyę, to jest, aby tożsamościowo 


(Agam. ..- A Lay"! (aoz" 4-... 1-844") --(Boz"— 4... 
+ Buy”) (бот... + by") =0, 


potrzeba, aby w tych dwu wyrazeniach spólezynniki przy 
oddzielnych potęgach zmiennych 


qnm 9, SPC "т, L7 al asss y'tm=t 
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były też same, czyli w tylko-co wypisanej równości spółczyn- 
niki przy tych potęgach były równe zeru, mianowicie [w ra- 


zie m«n(!): 


ydy +0,B, А =0, 
a,Ao1- Ag, +В A-b,B, =0, 
аз^о-Еа,Аү--а@,А» -0;B,-+-b,B,+b,B> =o. 


аһАу-Нал—1А‹-{-4«—Аә-{-...-Еа„—ж+4Ал—1 
DL dd di аа bie vm 6, 

аА. A- аа +. o + nm Am 
+68, 14...68, 10, 


t; Mn —, bn B,— 1770. 


Те więc n-Hm związków wyrażają, ze wartości dla stałych, 
przedtem dowolnych, 


Av, WSZY Am; By, ВГ В„—, 


mają być tak oznaczone, aby tym związkom zadosyć czyniły. 
Aby zaś wartości dla tych n-Hm ilości mogły być istotnie lak 
dobrane, potrzeba, aby te związki (które tworzą układ n--m 
równań jednorodnych i liniowych względem nm niewia- 


domych А,..., Am—ı, Bo,... B,—i) miały rozwiązanie inne 
niż: wartości zero dla wszystkich tych ilości. To zaś miej- 


sce mieć może wtedy, kiedy wyznacznik tego układu n- m 
równań jest zerem (76). Równość więc zeru wyznacznika tego 


(1) W przypadku m=n wszystkie wyrażenia prostszą przybierają 
postać. 


http://rcin.org.pl 


WYZNACZNIK RÓWNAŃ. — ROZ. үш — Š 79. 309 
układu równań jest warunkiem istnienia spólnego rozwiązania 
równań 


ә(2,у) =0, Ve,y) =0; 


ten zatem wyznacznik (n-- m)-ego stopnia 


ат—1\›@т—›@т—3›. + + «00 „bm—1,bm=a; [C ..00,0, Ч 40 
Am sammy 561 „bm „dm, Dm—a,. 05,09, 0 ,..., 0 


Am -+1» (m miy sla 30 Уф» ¿bs `. „ba, Dy, bo, ...,0 


e LM 
dg s$n—505—5,0n—m41,0 „0 „0 ze am Un—13 50, 


0 du Qonaq OF 10736 О UR 


@ O O 0 i "07 PO AD И 
Jest rugownikiem dwu danych forra (*) 


OCZ Vr,y). 


(!) Zasadę tej metody wyznaczenia rugownika podali EuLER (Mémoirs 
de Гас. de Berlin, 1764 r., str. 96) i Bézour (Histoire de Гас. de Paris, 
1764 r., str. 298). 
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Np. 1°) Znajdziemy rugownik dwu form kwadratowych 
podwójnych 
at? --а,лу-}-аз}?, 


box? + bycy-bsy?; 
(Aoc Азу) (ao2? + агу + asy?) + (Boz + Byz)(boz*-|- bry + 
+ by?) =0, 


cztery ilości Av, А,, Bo, В, zadosyć czynić musza czlerem 


warunkom 
ы | (t9 À o +В, =0 , 


a4A0--aoA1--0,B0--0,B,=0, 
| аз^о-Еа,А‹--0»В-Е,В,—0, 
аА, -0,B, =0; 


wyznacznik więc czwartego stopnia 
а, 0 U b, 0 


0,, ао, dy, бо 

оз, Q4, bs, bı 

0, as, 0, 5 
jest rugownikiem danych form. 


2°) Aby wyznaczyć rugownik dwu form podwójnych, jednej 
czwartego, drugiej zaś trzeciego stopnia 


az Fay tay aay 


ba? bay bah boy; 
utworzymy 


(Ао22--А ,2-1-A зу?) (ао2* -a,23y-1-a52?!*4-a523-]-a,5*)2- 
-НшыаЗ-ЕВ,а#у-ЕВ»ту?-ЕВ»у3)(боа3--5,х®у--б»хсу?-}-6зу%)==0, 
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co daje 
| ао + ^B, =0, 


a, Ao аА, + bı, Bo + boB; р 
lAo- А, + аА, + В, + В, + boB: = 
аА az, + As +- bBo + AB, + bB, 4-8,0, 
Аал, +asA; + AB, -- AB, +-0,B;=0. 

оа. аА: + AB, 4- 4B, —0, 
| аА» + AB; =0; 


więc wyznacznik 4-- 3==7-ego stopnia 
do; 0 , 0 , bo, 0 , 0 , 0 
dı, flo, 0 * hi, b, 0 , 0 


аз, Qo G, b, b, b, O 


0,0, a, "0 u 0, b 
jest rugownikiem form danych. 


2. Zamiast mnożyć formy (zy) i (x,y) przez funkcye 
dowolne odpowiednio (m — 1)-ego i (n—1)-ego stopni, mozemy 
przyjąć inny punkt wyjścia (*), z którego dojdziemy również do 
tożsamościowej równości zeru summy dwu wyrażeń jedno- 
rodnych (n--m—1)-ego stopnia. 


(') FAA DE BRUNO, Théorie générale de l'élimination (Paryż, 1859, 
str. 36). 
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Jeśli równania ę(z,y) =0 i (7,4) = 0 mają spólne rozwią- 
zanie, np. z',»', to dane formy moga być tak przedstawione 
#(ж,у)=(жу'—а1'у)(рох"—1--рх*—®%у-1.... 
pny" pny"), 
ау ау) тату... 
f т-у" rmy"); 


dzieląc te dwie równości przez siebie, otrzymujemy tożsamoś- 
ciowo 


(rox "t... rm—4 3" ")(aot"|-...--any")-|-(Pot" "4... 
Pny" ")(boc"--..bmy")==0, 


со nam daje, jako warunki, nm równań jednorodnych 
liniowych względem n-}m ilości ро,..., Put, Yo... Tm 6 
mianowicie 


aoro --bopo í = 0; 
U A Hbi po-+bop: =0, 
aot triar: bapo- bpi- bope = 0, 

ат Фара == 0, 


a to nas prowadzi, јак poprzednio, do otrzymanej postaci rugo- 
wnika. 


3. Takai samą postać rugownika dwu form s(z,y) i J(z,y) 
otrzymać możemy, postępując nieco odrębną (+) metodą, dogo- 
dną w różnych zastosowaniach. 


1) SYLVESTER (Philosophical Magazine, 1840, N. 101). 
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Pomnóżmy równanie n-ego stopnia $(z,y)=0 kolejno przez 
każdą zm ilości 


qu. NN TNR ques ys. 
zaś równanie m-ego stopnia d(z,y)—O przez każdą z n 
ilości 


J"—1 1—8 "n—3y,2 po —9 —і• 
TES ыйы 29 us mt Rss 


otrzymamy w ten sposób n-Em równań jednorodnych 
(n ++ m — 1)-ego stopnia 
ау =", 


zn ye(z,y)—0, 
y""'plt,y) =0, 
2n 74. 220; 
z"yy(z,y)= 0, 
y"—e,y) =0. 
Istnienie spólnego rozwiązania równań 
(zy) =0, Ф(2,у)= 0, 


prowadzi za sobą istnienie spólnego rozwiązania tych n + m 
równań. W te równania wchodzą ilości 


q^ m 2" — q^ er LEE ту" 4 m2, : tid "=i 
jeśli te ilości przyjmiemy za nm nowych zmiennych (nie 


zważając na ich wzajemny związek), to te równania przedsta- 
wiają układ nm równań jednorodnych i liniowych wzgle- 
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dem tych n-Hm nowych zmiennych, co ujawnimy, pisząc 
je tak: 


| абж"+"-!){-а(д"—"—%у) +...--а(ж"—!у") =0, 
| аух"—"—3у)4-...-Еа„—(ж"—!у")4-а(тю"”—1у"-—1) =, 


| ад" - 1)+...—-a,(n -—1)—0, 
бух" + m-1)-4-b, (an + m—2y)4-. ..-4 b, (an!) —0, 
b,(a" + т), x ba —4 (010-45, (n —2y"-- 1) =0, 


б(ж”у"—!)+.. ony" FP") 20. 


Te równania, jakeśmy powiedzieli, maja mieć spólne rozwią” 
zanie: wyznacznik układu tych równań jest dlatego równy 
zeru. Wyznacznik więc 


do, 19۰۰۰, 0—4, ат 3 Tm tyres An—i s On ‚0 "AAU 


0 , a0s.:.> Om=2 Om=15 Om u. On--2; ni ; ln 5 40 


0 ›0,...,00 , 03 5.1.) п-т nm; Qn- m «2*5 An 
bo ba baa. dn p AO S, 0- 5,10 ‚0 sus 


05 кыба э Be barcy ТИЕР ‚0 j6s,:0 


ОО 05 00$, 09/5525 15. sg ‚% 900 Um 
jest rugownikiem danych form. 


Ta metoda otrzymania układu równań, którego wyznacznik 
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jest rugownikiem danych form, jako rozprzegajaca zwiazki 
między potegami zmiennych ziy i traktująca ilości 


quim, ez, DRESS r 1 mc 


jak gdyby odrebne zmienne niezalezne, nazywa sie rozprzega- 
јаса [dialytical (*)]. 
Np. 19) [ustęp 1, 1° 
( ао a cy + азу", 
! bar? bycy -— bu; . 


tu tak pierwszą formę, jak i druga wypadnie mnożyć przez < 
i przez y: 


| aot? aqu y + ary? 20, 
| aot?’ y + ац азу? = 0, 
| boz? bya?y -E bay? =0, 
\ by -- bycy?E bay? = 0; 


rugownikiem wiec jest wyznacznik 
Qo, aí, Qs, 0 | 
0 , а, а, аз 
bo, by, ba, O 
0, 2, dy, 5. 
który tem tylko różni się od otrzymanego w ustępie 1-ym, że 


wiersze jednego są kolumnami drugiego i odwrotnie ($ 18). 


(1) SYLVESTER. 


http://rcin.org.pl 


316 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 
2°) Rugownik dwu form, 
ax baty + cay? dy*, 
fe gry + hy? 


(n—5, m =2), wyznaezymy za pomocą metody rozprzęgającej 
w nastepujacy sposób: 


| az5 + бху - cay? + day? ==), 
axy + baty” T ey + dy = 0, 
[5--д5у Ч hate =, 
‹ [5у + gazy + hay? =0, 
fa^? + gay? p һай у\ =0, 

fip + gat p hay? —0, 


fayt gay -+ һу%—0. 
Wyznacznik tego układu 5--2=T-u równań 


a, b, 0, c, 0, d, 0 
Оа, 5, 0, c, Ола 
f igi М0; 0,0,0 
0f, gi h, 0, 0:0) 
0170; 7,9; h, 050 
0,0,0,/g, ^, 0 
510005105 7:39, A 


jest rugownikiem dwu form danych. 
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'Га metoda i metoda ustępu poprzedzającego maja tę samą 
zasadę, co metoda ustępu 1-go, doprowadzają do tejże samej, 
co ona, postaci rugownika, a tylko odróżniają się odmiennem 
postępowaniem przy tworzeniu układu równań. 


4. Oparta na całkiem innej zasadzie, niż wyłożona w ustępie 
pierwszym, choć jej spółczesną (*), metodą utworzenia układu 
równań, którego wyznacznik jest rugownikiem form (z,y) 
i (x,y), jest następująca. 


Weźmy naprzód pod uwagę przypadek m =n. Aby zna- 
leść rugownik dwu form n-ego stopnia 
s(z,y) = aoc" + ay + ... + алу", 
(у) buc" -- 6,5"—' y +> ... huy", 
nalezy, jak wiemy, odszukaé warunku istnienia spólnego roz- 


wiązania równań 
9), y) =0, dr, y) =0. 
Jeśli te równania mają spólne rozwiązanie, to mają je także n 
rownan 
| аоф‹(ж,у) — bop) x,y) =0, 
(а-ал) in, y) — (охир), =0, 
(az tay tas Ge y) — oz? by ау?) (зу) = 0, 
ЗА 
(аох"—!-}-аг"—%у--...--аа—у—!)у(ж„у)— 
(bye ат y+... Еа зутар) =0. 


(1) Вёхоот, l. c., str. 347. 
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W któremkolwiek /-ет z tych równań, 


(aoz'-!-Ha;z Sy... ay aty" 3a —3*—!)(boz" byc" —'y|- 
ede bs ny! Eos") — (bo! 0124—39--... -Horey -3- 
by р) аач aga +... Баа iy oy") =0, 
po wykonaniu wskazanych mnożeń, wyrazy, w które wchodzi 
ghthet QUE Dy ZAPAS нм, 


znikają, pozostałe zaś maja spólny czynnik y^, przez który ono 
może być podzielonem. Skutkiem tego to równanie sprowadza 
się do postaci 


у" 20,‏ "رتوم a" ŻY...‏ ما م 

gdzie wogóle, spółczynnik przy z”%=—='y' jest 
дааа boa 21)-|-(a4dp 4 +t biari 0) T (sb +1— 

—бзйк--з 10) +11. b (taba + 12 бк—за» 0) (da баа +1), 


które to wyrażenie, gdy umówimy się oznaczać (3 15) każdy 
wyznacznik drugiego stopnia 
dp, dą 
ay, — b, = | f =(a h) 
|0, б 
możemy tak przedstawić |!) : 
di im tobi 10) (0:0 o shi 0+... 
(as +1) (ox-ibi +1). 


(1) Jeśli k+l>n i jest k4+-l=n+f, to, z powodu, że by > 
==а„+у==би+ә==...=0, wyrażenie spółczynnika 24—,, zacznie się 
dopiero od wyrazu (abu). 
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Wypisane więc wyżej n równań, po wykonaniu redukcyi i po 
podzieleniu przez najwyższą spólną potęgę ilości y, stają sie n 
równaniami: 


| 3o,9z?—1 Lot" Zy -- )o, 22713? -- "un -— 0,9-1"! = 
[mes E 2" ر‎ + 24,2773? + SAM + لس‎ =0, 


. , 
(s 02" Ра 1 "24а - 1,27 —3Y*+-. . Hn- 1,н- =0. 


A gdy te równania mają mieć spólne rozwiązanie, to wyznacz- 
nik tego układu n równań jednorodnych i liniowych wzglę- 
dem n niewiadomych 


ghe, ae 201—3} 84003 yt 
jest zerem. Że zaś to stanowi warunek, aby równania 


#(у)=0, W(ey)=0 

miały spólne rozwiązanie, — więc ten wyznacznik n-ego stopnia 
|o o №а sea koja | 

Hg ps n eat ad | 


. 


| )n—1,03 An- RUSZ) )n—i;n—i ! 
przy 
Xr, = (200, +8+ 1)--(a;b, + s+... (abs t 1) ==), e 


e,n = (a0ba, + n -- (a4b2,) +... ЕЕ (ay, ETE 


(!) Gdyż wyrażenie dla X, jest 
Aer = (obr +s +1) + (ab...) HR 1: + (а +). 
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jest rugownikiem dwu form n-ego stopmia 
( g(a y) = got” + aty + Ж» Fany” 
| qi2,y) = boa” + biat y ... ony". 
Jeśli zaś dane formy 
| g(z,y) = aot” + аш"-1у +... + dny", 
gey) = ba” + "у... + бау" 


Jeśli liczby s i są różne od siebie i np. s>r, to 
Nr = (Gobr + s+ 1 H7 (iba) + (ar + 1b) F- 4 (ab, 1), 

Ja mu (аъ b)+ (а, 905 1). (abr (а +1); (a) 
lecz kazda para wyrazów 

(а, ib tea) + (ааа) = [аа ааа) + 

+ [4.14104 ar b,—i+4]=0, 
więc 
hę r Zły: 
Jeśli s=r—1, to ostatni wyraz wyrażenia dla İi, =r ry, t.j. 

dr, dy 


b, , b, 


== 0, 


(arbs+1) = (a,b,) = 


($ 20), skutkiem czego 
hr r= = (obor) + (ibiri) +... 400-1041). 


W razie gdy w (а) różnica »sr—ħrs przedstawia nieparzystą 
liczbę wyrazów (wyznaczników drugiego stopnia), co będzie wtedy, 
gdy s—r=2h+1, to również wyraz (h-|-1) szy, nie weszły do 
żadnej pary wzajem się znoszących wyrazów, jest 


(a,+-h+ib,—i)= (а-аа) 0. 
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są różnego stopnia i np. m<n, to utworzymy naprzód m 
równań 


aoc" "(a y) —bop(t,y) = 0, 
| (aoc-+my)en="y(e,y)—(boc+ lny)ę(z,y) == 0, 


| (ал"—+-Еа,л2"—%у--...-Еа„һ—у"—!)л"—"ф(ж,у)— 

= (a-ha yt... EÓn y" ley) —0. 

W któremkolwiek, i-em, z tych równań wyrazy, zawierające 
qtti MR OCZY rza ZSZ. MUTSY, 


znikają, pozostałe zaś dzielą się przez y'. Skutkiem tego ono 
sprowadzonem być może do postaci 


м 19217! --Xi— 1,42" ا‎ PR n — 6g" "RJ 1-7! — 0, 
gdzie, przy /—1-F-/«n, jest 
Na (obi + i) - (abi 41—1)-+-. --+(ai—1b141); 
przy i—1--/=m, z powodu, że dną1=0, jest 
M a4 Zi 1,m— i, — bom +1 + (Фа) + (a2bm—1) +- ... 
-+Е@—и—+з); 


w razie zaś ¿-— 1-+- 12 m, przyjmując 2— 14-/=т --ј, 
z powodu, ze 


bmn+j+i SÛm+j = +)—1 Е РЕР =0, 
тату 


Mag м-та ==— б®@т++4—@т+)—... 


— буйт +1 + (aj bm) (ата)... 


+ (Qi—bm=i+3) + (ai—,bm=i--2)- 
21 
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Jeśli dotych m równań dołączymy n—m równań, powsta- 
łych z równania v(z,y) =0 w skutek pomnożenia go kolejno 
przez 

gion, ay. т"-"—3 LT т=з, 


to mieć będziemy razem n równań 
10027 Hay +... Болу" =0, 


! 
Í 
{ 
| 


No! „дату 4... Han" =0; 


)m—1,02*7! Мааа" TY A m ау"! =; 


1 qum y) ze. 

y) =,‏ پر“ 
, | 
yes) =0,‏ | 


ednorodnych i liniowych względem n niewiadomych 
ga, «үл; 


Wyznacznik tego układu równań, to jest, przy określonem wyżćj 
znaczeniu ilości iı x, wyznacznik n-ego stopnia 
30,0 , 204 , 10,2 өз 30,m , Jo,m4-1 ور‎ )o,n—i 
И , À. , Мз 2...3 м,т › м,т+1 бөз Ja n—4 


| 
| 
| 


Флп оу Am—i, ib; 4 m—l,29***3 )m—1,m; ли mdp) ^m—1,8—4 


Ace AMEN OZONE Жузу Оу ERE: 


, bo , b, y... Dn m EXIIT 0 


РИ ОГТ, ЕТТТ NO 1 bm 
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Jest rugownikiem dwu (1) form (n>m) 

( (z= an" any... any", 

| Y(z,y) = byt" -+ "1 |... + бу". 


Np. 1°) Dla odnalezienia rugownika dwu form trzeciego 
stopnia 
902,0) = aor? + алу + awy? + азу, 


(у) = bot? а?у + bary? + bsy’, 


utworzymy trzy równania 


аф, — бойу) _ o 


y 
| (а> -- au bin.) — oe + бууу) — |, 
y Р 
(21° + ату + азу) (2,0) (oz? + bzy + Pay). 
y i 


(!) Z otrzymanego poprzednio (ustępy 4-3) wyznacznika wogóle 
(n--m)-ego stopnia, przedstawiającego rugownik dwu form podwój- 
nych stopnia n-ego i m-ego, można wprost, przez odpowiednie prze- 
kształcenie, dojść do wyrażenia tego rugownika w postaci otrzymanego tu 
wyznacznika stopnia, określonego przez wyższy ze stopni danych form 
(porównaj BALTZER, Th. u. Anw. d. Det., w czwartem wydaniu, strona 
111 — 114). 


Jeśli wyznaczniki, otrzymane w ustępach 1-ym i 3-im, nazwiemy E, 
odpowiednie zaś wyznaczniki tego (4-ego) ustępu nazwiemy B, to 
przy m<n, 

Зл т.т 


аен) © 06 


со, w razie т=п, przechodzi na 


nin—1) 


E=(—1) B 
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czyli 
(dob) 2” + (aobz)cy + (аоз)у? = 0, 
(аора)а + |(a063) + (ab:)|zy + (a1bs)y? = 0, 
| (ab) + @ибь)у + (aaba)y* = 0; 


wyznacznik więc trzeciego stopnia 


(0b), (аоб») ‚ (aob3) 
. (obs), (аобз) + (a1b2), (аз) 
(obs), (aibs), (asb;) 


przedstawia rugownik danych form. 


2») Rugownikiem dwu form piątego stopnia 
Qa? + ал\у + asy? + азау? + aycy* +- asy”, 
box балу -+ batty? +- baa? y? + bycy: bsy", 


jest wyznacznik piątego stopnia 
vabi), (арз) » (agb3) ‚ (аЬ) > (dobs) 
(ab), (abs) + (a,b3), (ab) a, bs) , (aob;--(a) b) ‚ (аЬ, 
(aobs), (аоб)-(а,Ь;), (a955)--(0104)- 0.53). , (a,55)-H(a3b4) » (2353). 
(аЬ), (2955) -(a154), (a,b) Haa) , (azbs)}Hasbi) , (asb;) 
(abs), +(ajb;), +-(asb;) , (azbs) , (405) 
3°) Jeśli dane за dwie formy podwójne, jedna czwartego, 
druga zaś drugiego stopnia: 
e(2,y) = aoz* + wa” y + азау? + asc? + aq, 
(2) = + лу + b, 
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to dla wyznaczenia ich rugownika utworzymy równania 


a|z% (z, y)— boy(z, y) = 0 


y 
(oz + aua.) — (бок + buff) o 
y 
zę(z,y) =0, 
lz.) =0, 
czyli 

(ab )z3--(aÍ|b;)z2y —boaycy? —ba,? 0, 
(ао) —boas+ (а) |? y+ [—boa4—bas]cy —ba,y3 —0, 
boa? а?у ту? ZE 
byr?y Hu Hy? —0; 


rugownik więc ich przedstawi wyznacznik czwartego stopnia 


(dk wy cun 2 KA 

(abs), — boas  (a,bs), — boas — bias, — һа, 
E. Żył & owed 
0, bo ; Borg i 


5. Jeśli dane formy sa jednakowego stopnia, 


g(r, y) = авал" + a.2"—!y +- ... any", 
фу) ро" + а" у +... F bnn, 


to do otrzymanej w poprzedzającym ustępie postaci ich rugo- 
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wnika dojść możemy, opierając się na odmiennej, od powyżej 
użytej, podstawie rozumowania (!). 
Jeśli równania 
gay) =0, qz.) =0 


mają spólne rozwiązanie, to równości 
#(ж.у) + Мису) =0 


staje się zadość przy jakiejkolwiek wartości dla ^. Jeśli np. а, 
i yı są dowolnie wzięte wartości zmiennych zi y, to możemy 
ilości 2 nadać choćby wartość 
ею er. ya) 

urny)” 


co podstawiając, mamy tożsamościowo 
s(t, у) (и, у) — жг, yog or, y) = 0 


(przy jakichkolwiek wartościach 7, i у). Pierwsza strona tej 
równości jest widocznie podzielną przez ; 


LY, — 210; 


po uskutecżnieniu tego dzielenia, zważywszy, że ta równość ma 
miejsce przy jakichkolwiek wartościach 7, і у, z porówna- 
nia do zera spółczynników przy 


qmm. mh=3 ç = x 
ац" š zt UZO Tyi” š yi" J^ 


(!) Metoda tego ustępu, w przypadkt. form jednakowego stopnia. jest 
pomysłu CAyrEY'go. Wylozyt ја naprzód SYLVESTER, On a Theory of the 
Syzygetic relations of two rational integral functions... (Philosophical 
Transactions, t. CXLHI, str. 516), następnie sam CAYLEY, Note sur la 
méthode d'élimination de Bézout (CRELLE, Journal, t. LIIM, str. 366). 
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otrzymamy n równań liniowych jednorodnych względem n 
ilości 


r-t qn—2 _ = 
29-1, za AUS cy" 1, у" 1, 


Wyznacznik układu tych równań przedstawi nam rugownik 
danych form 4(7, y) ij(z, y). Np. 


sr, y) = art Haay Hay? ауу -j- ay, 
yir) = bott + Duy + hay? + bury? -+ byt; 


ses у) (а, у) — 67, yon, y) 
Ty. — DY Hd 


=$ (mbi daba ty Lob ny? «(ab yan 
i (0s PCs) 4-0 Da) y+ abi) 4- (2105 )]y? (aby? tey, 
41 (ао) (ао) (а рз) ау lab) (020) азба) у. у? 
T (abi) (aibi )oty- (02b. )acy?- d - (0354)? } sg =0; 

(ab) (a0032) ° у -Ка бу? +0) =0, 
| (воб»)аЛ-1-[(ао$з)--(а»)]л®у-1-[(аоб,)-{}(а,б»)]гу%- - (0454) y 0, 
| (bs) pbi) (аа-а) (а) c аур 0, 
\ (aob) (aba y+ (азб,):гу?-|С'азЬ,)у% =0; 


wyznacznik więc 


| (aobi), (aby) 195 , (as) | 
| (aob), (аоз) -+ (аб), (aab,)-F (аб) ‚ (а) 
| (asb;), (ао) (0163), (аб) +- (04/3), (asb) 
(а), (аһ), (osb); (db 


przedstawia rugownik danych form w takiej samej postaci, 
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jakabyśmy otrzymali, postępując według metody, w poprze- 
dzającym ustępie wyłożonej. 


Co się zaś tyczy przypadku, gdy dane dwie formy nie są 
jednakowego stopnia 


| $(z, у) =аы" — q ag +... + any”, 
(z, y) = bo" + bia”—ty +- ... + бу", 


(m < n), to sprowadzić go możemy do poprzedzającego, uwa- 
żając zamiast tych form różnego stopnia dwie formy jednako- 
wego stopnia: 


| g(x, у) = az" + ay + ... + any", 
х"—"Ч, y)= bos” hay. Logan ym, 
Np. 
| e(z, у) = aoz? - ay + ary? + озу, 
Ф, у) = bor? + byzy + bay’; 


qe, yang, Ya) — ебал YOY, y) 
yin y 


=| (aob)a?- (aos) ay — Базу? | z 


+ Í (aÍobs)z2 + [— boas + (a4b2)|cy — азб | Dia 


+ Í — bydazc=bazcy = bat l 20 


| (aob,)a + (aoby)zy — boa: =0, 
(абз) а? — [— boas —+(ab;)| жу — basy? SZ 
| —%аьа? — bazy — hay? — 0, 
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iub, po skróceniu ostatniego równania przez — из, 


| (ab) -- (ао) — bazy? = 0, 
(aod) £? -L [— ба» -- (a,b) iy = bazy? zz 
byc? + cy +  by*=0; 


wyznacznik więc (*) 


(doh), (aoha) LTY bots 
(a0b2), — а» -- (aiba), v буо, 
bo , b, U ba 


przedstawia rugownik danych form w takiej samej postaci, jaka- 
byśmy otrzymali, stosując metodę ustępu poprzedzającego. 


6. Istnieje jeszcze inna metoda (?) otrzymania rugownika 
dwu form podwójnych w postaci takiej samej, jak w ustę- 
ach 4-ym i 5-ym. 


« Niechaj będą 
(z, y) =0, p(z, y) =0 (1) 


» dwa równania algebraiczne (jednorodne), pierwsze n-ego, 


(') Wyznacznik ten, jako rezultat odmiennego nieco od CAYLEY'owskiego 
postępowania JOUBERT'a, błędnie, gdyż bez składnika — һа; w drugim 
elemencie głównym, podaje Dosron, |. c., str. 129. 

(2) CAUcHY, Mémoire sur l'élimination d'une variable entre deux 
áquations algóbriques. (CAucuY. Exercices d'analyse et de phys. math., 
t. I., 1840, str. 393). Podaję ja prawie słowami Cavcuv'ego, wprowadza- 
jac tylko jednorodność wyrażeń i poprawiając pewną nieścisłość w znako- 
waniu (przy œ? nie moga być spółczynniki a i 6j). 
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» drugie zaś m-ego stopnia, przy m = lub <n. Można ogólnie 
» przyjąć 

2, y) =a" Harty +... as any"! Hany", 

We, y) = бл" --х"—1у-1-... e ау" e buy", 


» gdzie jeden lub wiecej ze spólezynników 


NE 


» sprowadzają się do zera, w przypadku mn <n ('). Równanie 
» ostateczne, które wypadnie z wyrugowania zmiennych z for- 
» muł (1), wyrazi jedynie warunek, któremu zadosyć czynić 
» muszą spółczynniki 


йо» 03 544.5 Ga; bo, б.у Ёл, 


» aby równania (1) były sprawdzone przez jedne i ie same 
» warłości zmiennych. Zobaczmy teraz, jak należy się wziąć do 
> uskulecznienia tego wyrugowania, to jest, żeby z dwu 
» formuł 

aot” 4 a1" —!y 4- ... + anty" =! Lay" =0, 

byc" + bycn=ty- ... ا‎ Бу" + by" = 0 


» wyrugować potęgi zmiennych, przedstawione przez różne 
» wyrazy szeregu 
0%, PTY: ws dU Ар 


(!) Jeśli przyjmiemy, że pierwsze n—m spółczynników są zerami, to należy 
formę pomnożyć przez y"=*; jeśli zaś przyjmiemy, że ostatnie n —m 
spólezynników (bm-q,..., bn) sq zerami, to należy formę pomnożyć 
przez ©*—*. Dodanie takiego czynnika nie wpływa na rugownik danych 
form, gdyż w ten sposób do istniejących m rozwiązań równania (2, у) ==0 
nie dołączamy rozwiązań różnych od zera. Gdybyśmy, tak jak Caucar, 
dane równania wzięli w postaci niejednorodnej, to można nie dodawać 
owego czynnika, 
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« Zauważę naprzód, ze, aby wyrugować z" z równań (2), 

» dosyć jest za pomocą dzielenia związać ze soba le dwa rów- 
» nania, przedstawiwszy je w postaciach : 


пол? -- ski + ارا"‎ = — (ai, 27-4 1H — 476 Fany”), 
byr? 4- .. „Lb eS = — (b 09—10 1+1 +.. .+ by”), 


» gdzie i oznacza którakolwiek z liczb 0, 1, 2,..., n — 1. 
» W ten sposób znajdziemy 


dot ау... Баалу Mai 
byc byc "ty -E... + 1204 byś Ka 


ШШЕ МУ эел: + .. |а ру 4 ау"! 
pe 7 š Кол жеры. =- "T EE Д 1 +- dy" =" 


» albo, znosząc mianowniki,. 
(ao! + ... ау) (biirr i... ут) — (с... 
— biy (ain c 1—i—1 -H s -} Жылы) EZ ПА (3) 


» Jeśli dla krótkości spółczynnik przy zm-k—1gk w pierwszej 
» stronie równania (3) oznaczymy przez Hy, nietylko będzie 
» przy jakiemkolwiek 7 i £ 


Н = Н, 
» lecz także, dla k<z, 
Ho,i = aobi+ı — Dodi, 
Н, i= ab. — baj ,,-ЕНон 4 1, 
Hs i = bi, — bati i Hi 44, 


«19 


» а równanie (3) staje sie 
Но" A + WU, a" yt -HHn izyn7?-- Hac у" Z0. 
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> Jeśli w tem równaniu, z którego n-ta potęga 2-а jest istotnie 
» wyrugowaną, nadamy dla 2 kolejno wartości 0, 1,2,..., —1, 
» to otrzymamy układ 


Hoo . 19" Hio amyl... 
Hao хут Но y""—=0, 
H LH yk. 
Haa ay"? -Hna y"—!—0, 


Ho n—177—* + H,,— z" ŻY -|- EL 
-H Hn—e nity" —* + Н„—‹,»—,у"—1==0.» 


Wyznacznik tego układu n równań liniowych jednorodnych 
względem n zmiennych 


л—1 л —? „р —14 
а" А qn у, sek лу" 2, y" : 


to jest wyznacznik 


Hoo s vis HA 240 


Но,л—1›. ө Нап 


jest więc rugownikiem dwu danych form; jest on zaś tymże 
samym wyznacznikiem, co otrzymany powyżej w ustępie 4-ym, 
jak to z określenia ilości Hy; wypada. 
Naprzykład 1°) 
(07? + aay + ату? -- asy”, 
byc? + baty + bazy? Day; 
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do — dix? ]-aszy- asy? 
bo бул?-|-басу-{-0зу?? 
ox-l-a1y a ata 
о-у bac bzy z 
a|z°[ ba ya y — as, 
bo?Flucy-pbsy? ba’ 


(ао) (ао) у (0005) 0, 
(acbz)c*-+-[(a9b;)-+(a4b2)]cy +laib)y? — 0, 
(2955)? -+(asbs)cy агра) = 0; 
Hoo, Н, о, Hao (dobi), (ао) » (aobs) 
Нол, Hia, H,, |= | (aob), (00505)--(a,03), (abs) |. 
Hos, His, Нз | (aob), (аб), (азу) 


2°) Gdy mamy znaleść rugownik dwu form 


att + ашылу + азу? + aswy? + at, 
doc? + bycy + by’, 


to jest znaleść funkcyę spółczynników, której równość zeru 
warunkuje istnienie spólnego rozwiązania równań 


P. + ady + a|. 2282 + aey? + auy* — 0, 
box? + bycy + bay? = 0, 
ezyli równari 


ET + ady + asy? + asc? + asy: = 0, 
box! + быйу + быу = 
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to, według wyłożonej tu metody, otrzymamy układ równań 
ao(bya? + dza*y)— bolas? + азу + азу? + ау?) 0, 
pa + ау)бый — (bz + )ورا‎ + азлу + (=0, 
| — (bat bay -+ bf sz + ay) =, 
— (box + bay -+ baxy?)b, zs. 
Od przedostatniego równania odejmując ostatnie, pomno- 
"żone przez z» a tak powstałe dzieląc przez — ai, ostatnie zaś 


równanie dzieląc przez — б, możemy powyższy układ (*) tak 
przedstawić 


(aob,)a3-El(aobzjac*y — bazy? bay =0, 
(ао): E[—boa;-E(a,b2) |e*y--|—boa; — 0,0: cy" bay" =0, 
boży thay ыр =, 

bos? ау Thay? =0; 


wyznacznik tego układu 
(ab), аз و = و‎ —byt 
(0003), —bo05-]- (abs), — ауаз, —а, 
0-5 bo ; b e US 
bo , b А bz x 0.1 


przedstawia rugownik danych form. 


(!) Wogóle przy mn, ostatnie п — m równań uproszczonego ukladu 
możemy otrzymać przez bezpośrednie mnożenie równania (22,0) = 0 


przez 
gm, gn", y"="=l, 


http://rcin.org.pl 


WYZNACZNIK RÓWNAŃ. — ROZ. уш — $ 79. 335 


1. Jak widzieliśmy, warunek, aby dwa równania (m=n, 
lub m<n), 


пз Lay +-...-аһ 02у" Hany” =0, 


(1) 
byc” bg" "ty, Бау" Romy" = 0, 
mogły mieć miejsce jednocześnie, t. j. posiadały spólne rozwią- 
zanie, х’ i у, przedstawia równość zeru rugownika tych 
równań. Rugownik zaś ten, albo może być przedstawiony 
w postaci wyznacznika stopnia (m--n)-ego (ustępy 1-3), 
alboteż w postaci wyznacznika stopnia n-ego (ustępy 4-6). 
Oznaczmy ten wyznacznik, tak w jednym jak w drugim razie, 
w taki sposób : 
las las IS slip] 


л, бз а, «аси ‚зр 
=R, 


UW lja 420) bp 


gdzie p=n--m, jeśli przez wyznacznik R rozumiemy postać 
rugownika otrzymaną w ustępach 1-ym i 3-cim; zaś p=n, 
jeśli przez wyznacznik R rozumiemy postać rugownika, wy- 
pisaną w ustępach 4-ym i 6-ym. Warunkiem istnienia spól- 
nego rozwiązania równań (1) jest tożsamość 


RZ 


warunkująca także istnienie spólnego rozwiązania układu n--m 
równań wypisanego w ustępie 3-im, lub układu n równań 
wypisanego w ustępach 4-ym i 6-ym; może być więc ona 
uważaną jako warunek istnienia spólnego rozwiązania ogólnego 
układu równań (przedstawiającego tamte) 
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! p—1 p—2 p—2 рі 
йат ple y Ted posty -+hpy ==0, 


p p—1 


ч p—2 »—à 
Mee +h z y+... расу +l: =0, 


p-1 2ر‎ p-2 p—l 
baz +h yt әу + оу =0. 


Ten układ p równań, jednorodnych i liniowych względem 
p zmiennych 


рі p-2 р-а p- 
W СЕК ЕС E t. 


0 wyznaczniku R=0, sprawdzonym być może przez różne od 
zera wartości tych zmiennych ($ 76). I jeśli w wyznaczniku R 
spółczynnik przy li, nazwiemy Li), to wartości zmiennych, 
sprawdzające równania (2), czyli spólne ich rozwiązanie, wy- 
znaczymy z proporcyi (š 76) 


p—1 »—2 p—2 = 1 


Z 6 Ua eU hr: dys SS Up Lu 


przy jednej z p wartości 1, 2,...,p — 1, p liczby z, i w zało- 
żeniu, że nie wszystkie Li; są równe zeru. Z powyższej pro- 
porcyi wypada 

g: yS bii У Lis = Lis ° Mise Li,p—i Н Lip; 


czyli 
Tt: y= Liki ° Li, 


(k 2, 3,. .,.p— 1, p), co można jeszcze pisać (S 61) tak : 


IR IR 


& ` $= ——— —. 
Mika Mix 


Ponieważ zaś równania (2) zastępują równania (1), więc spólne 
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rozwiązanie równań (2) przedstawia jednocześnie spólne roz- 
wiązanie równań (1). Jest więc (*) 


w; y = —— : — 


przy ¿=1, 2,..,p; k= 2, 3,...,p. Naprzykład. Jeśli dane 
dwa równania 


. 


az? -|- Бау + cz + dy? 0, 
| аг -+ Уту + cy 0, 


posiadają spólne rozwiązanie, 2”, y/, to ich rugownik (2) 


а 02705 95:0 


0, a,b,c, d| а), (а), 64| 
Lb USC , 0 |= (ae), —a'd (0с), —b'd | — 0; 
o ЖҮЛ a, [4 A £e 


0, 0, «, V, e| 


jeśli przyjmiemy, ze ilości dołączone np. do pierwszych dwu 


(1) FAA DE Bruno, I. p., str. 71, 72,195. W przypadku p=m--n pozor- 
nie podobny związek otrzymał uprzednio RICHELOT Vola ad teoriam elimi- 
nationis pertinens (CRELLE, Journal, t. XXI, str. 228): inne jednak wtedy 
znaczenie mają pochodne. 

(3) Scisle rzecz biorąc, przed drugą postacią rugownika winniśmy posta- 
wić znak —, gdyż w tym przypadku (ustęp 4, str. 328). 


(2n—m—1)m 


D) =, 


te 
to 
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elementów drugiego wiersza pierwszej postaci rugownika sąróżne 
od zera, to spólne rozwiązanie wyznaczyć możemy z proporcyi 


|b, e, d, 0 PRA PAU 

Prz R OR __ v, €“, 0, 0| ja, с, 0, 0 
y uie : 

NAJ [PP [^ b, c, 0 0, b, c, 0 

0, а, 0, с| |0, а, 2, с 


ооа e, о Cc ca eue], 
EPC U CZ) CEACEK | = c[eaac|-dab_ ° 


а, 0, e 0,0, c 


wyznaczyć je także możemy, zupełnie w tej samej postaci, przy 
pomocy drugiej z wypisanych postaci rugownika, biorąc 


MEE NE 
wory = ; 


SMa Ma 
—a'd--bc —U c, —Vd ac —a'c, —b'd 


[4 ГАМ d 


Weźmy równania liczebne — np. 


aq? ج‎ х%у—Аку"— dy: = 0, 
R = 
“ —2ry— By? — 0 


JR. OR ок OR 


г? = —: = = — О. 
а js 
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= — 80 


: 40 —40: 


MC MTM 
(pw wg 
ur UT 


L-£. 9 TIE 


OM ARE 


Z drugiej postaci rugownika, 


—9-1, —8+4 , +£ 
R =| —8+4, 41-8-8, —8 | =| —4, —12, —8 : 
©; —2 ,—8 
wypada 
Ф. Via M БЕЛҮ 04, 
|-12, —8| |4, —8 
==! b ay 
— 2, E" | FE 


үш — $ 79. 
1, —4, 


ПОРЕ? 0 


Ded 148 2:5 
6 4 га ba 
t act 
و‎ э | 

1, —2, 
0, 4, —8 


—3,— 4, 4| 


l, — 2, —8 
= ete 
4| 
|— etc. 


= 80: — 40 = — 40:30 = ele. == 2: 1. 
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y przypadku, gdy nietylko rugownik równan (1) R — 0, 
lecz nadto wszystkie jego wyznaczniki częściowe (p— 1)-ego, 
(p — 2)-ego,...,(p — r+ 1)-ego stopni równe zeru, ale istnieją 
wyznaczniki częściowe (p — 7)-ego stopnia różne od zera, — 
to, stosując do równań (2) metodę, wyłożona w Š 77-ym, 
wyznaczymy r rozwiązań spólnych, które wtedy posiadają 
równania (1) (*). Tak np. gdy mamy (n = 4). 

az! + basy + сау? + dey’ + ey' = 0, 
aa + ba3 + c a y+ d'ey’ e' y =0; 
Ал, lys, ER ha 


dag, dag, las; зң 


(p=n=4), R= O a | 

bo b НРО ЧРИ, Е 

(ab), (ae) , (ad) , (ае) 
Le, (ate), (akt) |. 00 

(ad), (ae')-H(bd'), (е) е4), (ee) 

(ae), (be'), (ce), (de)| 
(19 3p E 3, 3, 4) = 


lecz są wyznaczniki częściowe (p—r = 2) slopnia 2-ego różne 
od zera, z których np. 
VR (ab), (ае) 
с == =й 
Мааа (ас), (ай) с) 


(1) Metoda, którą tu przedstawiam, jest odrębną od metod wyznaczenia 
kilku spólnych pierwiastków, jakie podali: Bnroscur, Détermination des 
racines communes à deua équations (Nouvelles Annales, 1855, marzec), 
FAA DE BRUNO, |. c., str. 101, DosToń, 1. c., str. 134, 
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to dane równania, a tem samem i (p — 4) cztery równania (2) 
(abya? ac a?y (aqyay "ary = 0, 
е -(ad')--(bc')|a?y--|(ae')--(hd')|cy* 40е)? = 0, 
E ` [te)-H(edjey"-(cey* = 0, 
[Cur -Füdyety4- (eeey? (de!) = 0, 
liniowe i jednorodne wzgledem ezterech nie wiadomych 


AA „Фу dU d 


posiadają (r==2) dwa spólne rozwiązania. Aby je odnaleść, 
utworzymy wyznacznik (p — r + 1 = 3-ego stopnia) 


(ab), (a), асу? lay 
а = |(ac), (ad')--(be), |(ae')-(bd')|cy*+-(be'py3 
lia, bę bacy? + һу 


—0, przy wszystkich wartościach i=f, 2, 3, 4 ($ ТТ). 
Będzie więc 


(ac') а (а4')22-(ае')у? | E 
2 dy = 
(ad')--(e'), (ae у) Hbr | : 
(а), (ad )ry*-- (ae! f 


(ае), (lae) гу-гу 


ezyli ($$ 61, 29) 


»n Sn 
а: y: A= | —— z+ —— м 
бу! = [mei 


TOL жык, җы E 
1 M Maa Mg зд! э d Mad 
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Z tej proporcyi wypada 


| QR 0R 1 0 DSR УҢ 
Tc veg xr STET ‚| : | z+ —— | 


013,3014, VARIAR таи таб 
czyli 
ACz. жне kis LA: R O EN 
24, 4д43 э š EE — Az | U abend. y 0; (a) 
jakoteż 
22: | = "E r PR MC TN: 

` Luda Naas 5 E TAY 4 * 

czyli 
R. ¿ VR` VR Ка! 
Maas a BL „dba uy RITE Y=V. (B) 


Każde z otrzymanych tu równań, jako wynik zrobionych wyżej 
założeń, przedstawia własność, spólną obu danym równaniom, 
to jest, dwa układy wartości dla niewiadomych, wyznaczone 
czyto z piewszego, ezylo z drugiego z otrzymanych tu równań 
(te dwa równania sa jednoznaczne), przedstawiają dwa spólne 
rozwiązania dwu równań danych. Objaśnimy to na przykładzie 
liczebnym. Gdy mamy 


(z*4- 2z3y + cy +-2y =0, 
lz — kr3y- 622? — dry + 2y — 0; 


to 
RBC" „Bar 657,70 
5,3 652%, - 3 
R = وڪ‎ 
—6, — 6, 6, —12 
0, 42, —12; 49 
wszystkie 
IR 
— —0, 
Mik 
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i, chociaż 


R 


6, Ri IR 
24,435, FH 


6, A Mia ж 


6, —6 
==0, etc. 
1.0 


—6| 


lecz istnieja wyznaczniki (p — r = 2) drugiego stopnia różne 
od zera, np. 


Dane zatem równania posiadają (r=2) dwa spólne rozwią- 
zania, które wyznaczyć możemy za pomocą równania (a) 


36, «6 T Е. 6, 0| 
_ +) )zay—| =o, 
6, - 6| | 6,42] |6, —6 6, 12 
— 124? + 122y — 12? = 0; . 
lub też za pomocą równania (5) 
—6, 6 —0, —6 —6, 
== y —(— ) — 0, 
6, 6 „| +6, —6 6, 12 * 
— 1242-124 — 125? —0, 
czyli 


4% — cy y^ = 0. 
Że zaś temu równaniu zadosyć czynią wartości niewiadomych 


1--V—3 
жерге RZA 


I—y—5 
z: y= y : وإ‎ 
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— to one także przedstawią dwa układy rozwiązań spólnych 
równań danych. 


Gdybyśmy rugownik danych równań wzięli w postaci wy- 
znacznika (p=n-- m = 8) ósmego stopnia 


RNG, vü 


Е О о. dy 24, 0: 0 


REŻ ==0, 


ОО, 6 5 $ 


to sprawdziwszy; że wszystkie wyznaczniki częściowe siódmego - 
stopnia tego wyznacznika są równe zeru, lecz istnieją jego 
wyznaczniki częściowe szóstego (p — r =) stopnia różne od 
zera, naprzykład 

VR 19 


=.12, 
ПЛ? 


moglibyśmy i przy pomocy tej postaci rugownika, stosując 
metodę $ 77-ego (w sposób, podobny powyższemu), odnaleźć 
owe (r=2) dwa układy rozwiązań spólnych równań danych. 
š 80(". 
Gdy z pomiędzy n form z m zmiennemi jedna jest kwadra- 


_ towa, pozostałe zaś liniowemi : 


(1) Gdy dane są trzy lub więcej form z tyluż zmiennemi (lub trzy lub 
więcej równań jednorodnych z tyluż niewiadomemi), to, w ogólnym przy - 
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kaqpi s a4 AZ EAA ar T da әла заз... 
-Fan ' 41214-4 nEn? 
т =b, bata Para +... n Tm 
ga Sbst +0 әлә وتو وا‎ -Е...4 а Zn 
| Фп—1 = by atia stas To... ап, 


to równość zeru rugownika tych równań przedstawia warunek, 
aby równania 


9 — 0, gi = 0, Ф>=0,...; gn—1 = 0 (1) 


padku, nie można utworzyć takiego układu równań, aby jego wyznacznik 
był ragownikiem danych form (CAYLEY, Cambridge and Dublin Mathe- 
matical Journal, t. IM, str. 116). Zob. SĄGAJŁO, 1. c., str. 95. 

W przypadku, gdy dane są trzy formy potrójne (z trzema zmiennemi) 
jednakowego stopnia, rugownik ich może być przedstawiony pod postacią 
wyznacznika odpowiednio utworzonego układu równań (SYLVESTER , 
Cambridge a. D. M. J., t. VIL, str 68). 

Przedstawienie w postaci wyznacznikowej rugownika trzech form potrój- 
nych kwadratowych, rugownika trzech form potrójnych sześciennych, 
oraz rugownika czterech form poczwórnych kwadratowych, metodą, zasto- 
sowalną tylko w wyliczonych przypadkach, niżej (Rozdział Dwunasty, 
$123) wyłożone będzie. 

W tym-tu $ okażemy, że rugownik n form z n zmiennemi, z któ- 
rych-to form jedna jest kwadratowa, pozostałe zaś liniowemi, może być 
przedstawiony za pomocą wyznacznika (VEnstvYs, Applications des 
déterminants û Valgóbre et à la géométrie analytique, W GRUNERT'a 
Archiv der Mathematik und Physik, część LIM, str. 138). Wyznaczni- 
kowa postać tego rugownika, jaka podaje GUENTHER (l. c., w drugiem 
wydaniu str. 121), jest całkiem błędną : wyznacznik ten stopnia 2n-ego jest 
niemożliwy, jak o tem przez liczenie wierszy i kolumn, zapełnionych 
spółczynnikami form liniowych, przekonać się można. 

Rugownik układu n form z n zmiennemi, z których dwie formy sa 
kwadratowe, a pozostałe liniowe, może być wyrażony w postaci wyznacz- 
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miały spólne rozwiązanie. Pierwsze z tych równań, 9=0, 
którego lewa strona może być tak przedstawioną : 


Ф= (а „tija 2T3-|-.. . +0 па) (ac, LQ 203 + ө, 
аз пса). + (04 п -]- 02 n2 Б... дпа), 


zastąpić możemy przez układ następujących n równań 


| (4 ıı, 22 LO 32034... LQ n 421-140 nTn 
==— (bi ada 0з 0034. ап), 


а 21-а 27 2-09 3134-... aan ii —47]-02 nn 
== — 0 Du- bz, و‎ ba asd n), 


. . . . . LI LI . ` . . . . . . , 


a, паз naa nts.. T апап Eum 
=r (P1, 0474-52, a+b дач. . oui mkn=+) , 


przy jakichkolwiek wartościach ilości 24, Js, 33;.+.hn—1. Mnożąc 
bowiem pierwsze z tych równań przez z,, drugie przez Z... 
ostatnie przez £n, a tak pomnożone dodając, otrzymamy toż- 
samościowo, według п — 1 ostatnich równań (1), 


q = س‎ gii — Pie — 9343 —  .— Райа = 0. 


Korzystając z tego, zamiast układu п równań (1), możemy 
NA ZEN ZZ A WCZK — =—— 


nika (GONDELFINGER, Auflósung eines Systems von Gleihungen, worunter 
zwei quadratisch und die iibrigen linear, w SCHLOEMILCH'a Zeitschrift 
für Math. u. Ph., rocznik XVIII, str. 549), Wyrażenie to dość skompli- 
kowane, — dlatego go nie przylaczamy. 
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wziąć jednoznaczny z nim układ n+ (n — 1) = 2n — I równań 
MA Tia Tan CE itb dpe 
| ; Hönan- =0, 
аз Lip laa Lop pan Lanp bi Daph әз... 
n4n 120, 


lain Lipan 2»з-{-...-Еаа Cn nba mat... 

+0, 1,n)n- = 
bia Tihs аз... n Ta =; 
bza 214-2 аз... n =; 


a 141] -9n—4 Tat... 0-12 = 
jednorodnych i liniowych względem 2n — 1 ilości 


Tiy Жз... Ён, м, Хала 15 


Równość więc zeru wyznacznika tego układu równań, t.j. 
wyznacznika 


Ma 9042 zel nt sun Wa ya Ет 


йз Gae selama 03m уба" „баа bn ra 


Q п=4503, 45590144504 m Di nibni nman 
(Im (ən م‎ lnm A,n sbin dn AE , 


bia ТЕ Puy ч sbin , 0 3 0 tt 0 


b3, sba, و‎ S EEN dan , 0 „0 250 
Ona yn, ssn- n= nem 0 , 0 бб» 0 
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przedstawia warunek istnienia spólnego rozwiązania równań (1), 
Ten zatem wyznacznik (2n —1)-ego stopnia jest rugownikiem 
danych form. 


š 81. 


Gdy dana jest forma z n zmiennemi, to rugownik n cząst- 
kowych jej pierwszych pochodnych nazywa się wyróżnikiem 
[discriminant (*)] danej formy, albo równania, otrzymanego 
z przyrównania danej formy do zera. 


Ponieważ cząstkowe pierwsze pochodne formy kwadratowej 
zn zmiennemi przedstawiają n form liniowych z n zmiennemi, 
więc (š 78) wyróżnik formy kwadratowej z ilukolwiek zmiennemi 
zawsze w postaci wyznacznika przedstawionym być może. 

Naprzykład 1°) 

= ал? + bxy е? H 


km >: 
5 W = br + ei 
la, bl 
p = =ac— b. (°) 
(ЖЕ: 
(2°) 
e aa? -]- ау + а"? -- byz + 022 +2Wzy; 
(!) SYLVESTER. 


(2) Tento właśnie wyróżnik — D=bb—ac, Gauss (Disquisitiones 
arithmettcae, 1801, wydania tworzącego tom I Werke strona 122) nazywa 
determinantem formy arx + 2bvy -- суу (porównaj $ 8-y). Takie rozu- 
mienie wyrazu « determinant» utrzymuje się wciąż w pracach, odnoszą- 
cych się do Teoryi Liczb. 
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12 à p 
p 
10 

=e ау, 
PERN 
1552 = =b'x + уа"; 


a. DM 
D=|b", а, b |= aqa" 2606" — ab? — a'b? — v" 13). 
EŃ DEET ы 
3°) 
9— аа? + 2a, at tra -- йз 2T? + 2a, yr a — 202 3313 EE $us. 


4 ? „2. 
= Dan—1nTn-1Tn E Qina"; 


Gu aon 50543 ж» + u » Cu n=t 5» (im | 


ааз > aa s 02, y.9» » y Ug. Nl , Un 


| 

dnt dan=ty dzn=ly ° ° ° » Un=tmn=ly Чп—1,н 

Qn у dan s 3m s: : : s damn s Опт | 
Jeśli dana forma jest podwójną n-ego stopnia, to jej cząstko- 
we pochodne pierwsze przedstawiają dwie formy podwójne 


(n—1)-ego stopnia, których rugownik może być olrzymany we- 
dług metod $ 79-ego. Zatem wyróznik formy podwójnej jakiego- 


(1) Gauss (1. c., str. 301) ilość abb-[-a'b'b! 4a" 0" b! — аа'а'' — 210010", 
czyli — D, nazywa determinantem formy ахо + du'a -+ a"! x "a! 4 
+ 2ba a! 420/00" + 20а. 


ATEN NY 
WNE it 
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kolwiek stopnia zawsze w postaci wyznacznika wyrażonym być 
może. Np. 


р = аол*--4алЗу + baza?y* + Aa scis -- пу}; 


10 
(TE = w+ 3023y + ay? + азу, 


AE 


12; 
By = a,2? -|- 3asa?y + Jaszy? + asy’; 2 


do, Зац, За, 05; 0, "0 
0, а, За, Заг, аз, Ө 
D3^0-.. а, „ За, За, а; 
04, 30, 305 4, 0 , 0 
0, a, Заз; Заз, a, 0 
Оз Өз; Фф, 1903, о 


З(ава— а?) , Э(00аз — 0,03) , (ава, — 0405) 


== — | 3(0003— 402), ава, +-8a,as— а;?, B(a4a, — a205) |. 
(000; — ааз) , (0104 — a203) ‚ З(оза, —о;?) 
Ten wyróżnik (1) można tak przedstawić (2): 
D=(1904—40,0:-P3027)—217(a0030,— адл —a 3a ,—0;--2a,0315).. 
Jeśli wyróżnik formy podwójnej 


к==р (2,4), 


(!) Przed dragą postacią wyróżnika nb znak —dlatego, że w tym 
przypadku ($ 79, ustęp 4, str. 393) ==! m ے‎ 


(2) BOOLE i CAYLEY. 
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czyli rugownik dwu form 


jest zerem, to równania 


dy vo 
e 0, Зу =0 


: f 2 
maja spólne rozwiązanie, np. z', y', a tem samem formy D 


E maja (š 79, 1) spólny czynnik 


у — t'y, 


skutkiem czego w dana forme ç tenże czynnik wchodzi, co- 
najmniej, w drugiej potędze. Widzimy więc, że za równością 
zeru wyróżnika formy podwójnej idzie istnienie rozwiązania 
wielokrotnego (lub rozwiązań wielokrotnych) równania, po- 
wstałego z przyrównania do zera formy danej. Np. 

a, b 


p —aa? -- Zbcy + су; DEL | = ав-— b; 


0, € 
jesli D = 0, to równanie 
a+ cy + cy =0) 


posiada dwukrotne rozwiązanie 


——:1. 


а 
(Jeśli forma potrójna wogóle n ego slopnia 
م‎ =? (£, у, 2) 
może być przedstawioną w postaci 
p = (d4 a" y + a" z?5 + (az уа" 20024-04 0" 2), 4 
(b'x — vy + 0")? ; e 
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gdzie a', а", a", b', b", 0" są funkcyami spółczynników danej 
formy, zaś $, n, o formami potrójnemi (n—2) ego stopnia, to 
w wyrazach każdej pochodnej 
Y X W 
az y os 
znajdzie się już-to czynnik ac-Fa'y-Fa'z, już-też czyn- 
nikdc--Vy-EV'" z. Dlatego dla wartości zmiennych, zadosyć czy- 
niacych związkom 
агау - az =0, 
024-074-020, 
А) 


dy “7 


° As 
rugownik pierwszych pochodnych Î, 7, £, a lem samem 
8 р DP y ar dy” xU 


wyróżnik danej formy potrójnej ç jest zerem. Te więc wartósci 
zmiennych przedstawią rozwiązania wielokrotne równania 
p(t, у, z) =0. 


Podobnie forma poczwórna zmiennych £, у, z, u, W przy- 
padku, gdy może być wyrażoną jako funkcya drugiego stopnia 
jednorodna względem wyrażeń 


ar ay + a1a atu, 
00401407124 0%и, 
е cy с"! l eu, 


posiada wyróżnik równy zeru, a tem вашеш i rozwiązania wie- 
lokrotne. I t. d). 
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WYZNACZNIK PRZEKSZTAŁCENIA LINIOWEGO. 


š 82. 
Jeśli dana jest jedna lub kilka funkcyj zmiennych 
ай: Сеа. 
np. /(ш\,...›®в), PlTys:-sTn);..., i jeśli w tych funkcyach 
zastępujemy (') te zmienne przez zmienne nowe, związane 


z poprzedniemi za pomocą związków liniowych 


44 = 04,444 F 4 3/2 60% а луп, 
12 = аз луі +- аз 272 F Р LQ пуп, 
ñ. 3 


En = AnaY F an, ay: + iR F алу 


skutkiem czego dane funkeye przechodzą па funkcye nowych 


(') Odpowiada to w Geometryi zmianie układu spólrzednych. 
23 
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zmiennych F(yi...,y»), B(Yts:+-+Vn)»---+ to mówimy, że do- 
konywamy przekształcenia liniowego (wansformatio linearis) 
(podstawienia 1.) funkcyj danych, zaś wyznacznik układu (1), 
to jest 

ану 35g ЦЯ 


ТЕТ 


nazywamy wyznacznikiem, albo modułem (') przeksztatcenia 
liniowego. 


(Wyznacznik ten nie może być zerem, dopóki ilości 
Li, Ta, SA Od siebie niezależne, š 116). 


Jeśli wyznacznik M= +} 1, to przekształcenie takie jest 
przekształceniem liniowem o module jedność (unimodular). 


Jeśli w wyznaczniku М ilość dołączoną do elementu а 
nazwiemy A;,k, to, stosując związki (4) š 71-ego do powyższych 
równań (1), określających przekształcenie, za pomocą którego od 
funkcyi zmiennych z,,...,z, przechodzimy do funkcyi zmien- 
nych у‹,...,ул, spostrzezemy, że odwrotnie, od funkcyi prze- 
kształconej (t. j. zmiennych jy,,...,55) przejdziemy do funkcyi 
początkowej (t. j. dawnych zmiennych z,,...,75) za pomocą 
także liniowego przekształcenia 


My = Ati + Aa se EH .. . + Ann ڦ‎ 
ка = А, 2 + Aa o2 + و‎ + А» аң , 
? 


A = M nti + Аз uta + TF + An ntn, 


(1) SYLVESTER. Jego pomysłu jest terminologia tego rozdziału. 
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o module ($ 66) 
| Ana 
IM’ "M 
m1 LE 
NAGA, abt == M 
Ata Ais 
NL. "M 


Przekształcenie (2) nazwiemy odwrotnem względem przekształ- 
cenia (1). 
$ 83. 
Dwa układy po л zmiennych 
Va, L2, Ups 
(1) 


J J "i 
E ay M zeres ny 


skutkiem tegoz samego przeksztalcenia przechodzace odpo- 
wiednio na uklady zmiennych 


У» Yay Yn 
yo y'a. Xn; 
to jest dwa tak zwiazane uklady (1), ze jesli 


PROMIS e Ps - ann, 


ksaq, + Gn 2Y F as E On луп» 
lo takze 

е u ay'a + LEVE + EET + луп 
EZ = аһу -= än Y'a- FS + ann n, 


nazywają się układami zmiennych zgodnemť (congredient). 
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Moga zaš byé dwa uklady po п zmiennych 


Ча, oy... no 


(2) 
[JE En 
przechodzace odpowiednio na uklady nowych zmiennych 
yas Js; ol; 
Nis 735... MNN 
w taki sposób, że gdy 
| TĄ = aa F uy + -o . + unm 
: А (3) 
„BRRR мы. 
to jednocześnie : 
ME, = А, ин + Aum |. H^ Ам». 
; (4) 


Mën = Anam F An,ms + ` ` « An,- 
Jeśli moduł przekształcenia (3) nazwaliśmy M, to moduł przekształ- 
cenia (4) jest u . Pomnózmy jednak zwiazki (4) odpowiednio 
przez а, 4, dei,...,05,, a tak pomnożone dodajmy do siebie; 
wtedy ($27) 

M(a, iı + ai + . . . + nil) Mni, 
ткай (i=41, 2,...,n) 

| m = a, 5 + аза |... + als 


73 =Q зб; -- аз Ë: + га = ал bn» 


| 


! эп = dı ubi +- Q2 лёг + s РЫ + ааба. 


(5) 


http://rcin.org.pl 


WYZNACZNIK PRZEKSZTAŁCENIA. — ROZ. IX — $ 83. 857 


Ten układ n równań (5) przedstawia przekształcenie odwrotne 
względem założonego przekształcenia (4), lecz jest bezpośredniem 
i równowaznem jego następstwem, — tak, że z przeksztalce- 
nia (5) możemy wyprowadzić ($ 82, 71) przekształcenie (4) 
i wzajemnie. Skutkiem tego zamiast przyjmować przekształ- 
cenia (3) i (4), jako określające zależność, istniejącą między 
dwoma układami (2), możemy, jako określenie tej zależności, 
przyjąć układy (3) i (5), choć pierwszy, t. j. (3), prowadzi od 
dawnych zmiennych do nowych, gdy drugi, (5), nowe zmienne 
wyraża przez dawne. Przekształcenia (3) i (5) maja ten sam 
moduł, a elementy wyznacznika, będącego modułem prze- 
ksztalcenia (3), sa równe odpowiednim elementom sprzezonym 
wyznacznika, przedstawiajacego moduł przekształcenia (5), 
i wzajemnie (*). Dlatego określone przez przekształcenia (3) i (5), 
czyli przez przekszałcenia (3)i (4), dwa układy (2) nazwiemy 
układami zmiennych sprzężonemi (contragredient, « przeciw- 
zgodnemi » ?). Np. pewna funkcya ç zmiennych шү, Z. 29, 
skutkiem przekształcenia liniowego 


u = пау Tda +... + ainn › 


` 


| Tn = Ogni + азу: —+ t; + (Tn пуп s 


przechodzi na funkcyę zmiennych /ı,...,/,; wogóle (i=1,2,...%) 
mamy, jak wiadomo, 


dy dy дл d дл» Т9 Tu M» АУ 


(!) Jedno przekształcenie możnaby nazwać przestawionem (transpo- 
nirte Substitution, AnoNuoLp, Ueber eine fundamentale Begründung der 
Invariantentheorie, w CRELLE Journal, t. LXI, str. 315). Niewłaściwie 
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lecz 

będzie zatem | 
Эа, + эр + + аа Ê, 
С + ал? + à Tayka 


za liniowem zatem przekształceniem (3) zmiennych idzie prze- 
kształcenie liniowe (5') pochodnych. Sa więc względem siebie 
sprzężonemi wzajemnie : układ zmiennych 


Ta, Deyn 


układ symbolów działania 
d d d 


2,7 ўт, ' d S. AT" 


Zauważyć jeszcze możemy, że, ponieważ dwa układy po n 
równań liniowych (3) i (5), są według określenia $ 74-ego, 
względem siebie pochodne, to między zmiennemi układów sprze- 
żonych (2) š nowemi zmiennemi istnieje związek (Š 14): 


CAT + СА +. .. nbn == Ym — Yms +... Ynnn. 


wielu autorów nazywa jedno z tych przekształceń odwrotnem (inverse, 
reciproke), gdyż taka nazwa może być słusznie użytą tylko w tem zna- 
czeniu, со wyżej w § 82-im. 
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š 84. 
Jeśli dany układ n liniowych funkcyj n zmiennych 
f.= lan + hat +. . . F lh nan, 
| f.= l, F leata + . .. F аса, 


\ = ly za 4 ly ava + Qs.» + ln utn. 
którego wyznacznik (S 71) jest 


LI . , 


3S “л 
GT ERE e MU 


lny: + lan 


ulegnie liniowemu przekształceniu 


| t= Muay ss F nym ша, + обл 
| ЭМ MESI. 
| En = ni + E  Lannyni адд, - : +. Gn, 


to otrzymamy 
fi — Ua а... nyn)-|-. -Hli „(ааа ]-tn жуп), 
I fa = ln a(t 19. луп). ln n (n a ++---+an пуп), 
czyli 
fi = (аа, Hr ada al rH nan (Yi... 
Hli 104 nl 21a ntela пол n)Yn, š 
= (In, ata а-а ato 2..4 лаһа). 
(ln 14 n HL DN UL “+. . + пап m)Ym 
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lub, przy 
Баа к + list . . . ++ li ntn = ск, 
A= o F суз + - : « елуп, 
fn = cn, + спу: + . . . + Cn,n!/n* 

Funkcye więc fı, /%....,/һ sa liniowemi względem nowych 


zmiennych y,, js...,5; wyznacznik układu tak przeksztalco- 
nego jest (S 45) 


Cis + + бал lá, 555 glin Aidis e- + lan 
EEN = la OE Е ETL. (^) 
Cnds * «nin ES sinin Ants +, ТИТ 


Jeśli układ n liniowych funkcyj n zmiennych ulegnie prze- 
kształceniu liniowemu, to wyznacznik układu przekształconego jest 
iloczynem wyznacznika początkowego układu przez moduł prze- 
kształcenia. 

Jeśli układ n liniowych funkcyj n zmiennych ulegnie prze- 
kszałceniu liniowemu o module jedność, to wyznacznik układu 
przekształconego jest równy wyznacznikowi układu początkowego. 


$ 85. 
Na szczególną zasługuje uwagę przekształcenie liniowe 
z = a, + . . - + алуп, | обал 
РАЕН l) 
| En = ana + . - . +- алуп, [2345 »- 5 = 55 


(1) Zasadę tego rozumowania spotykamy naprzód u JOACHIMSTHAL a 
(1. c., str. 22) wprawdzie przy założeniu odwrotnem (porów. niżej Do- 
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w przypadku, gdy przez nie summa kwadratów zmiennych 


c? + cą? ...ا‎ а>, 


na summe kwadratów nowych zmiennych 


yć Fyr +. уп, 


przechodzi (*). 


Znajdziemy, jakim warunkom zadość czynić muszą spół- 
czynniki nowych zmiennych, czyli, jakie wtedy istnieć muszą 
związki między elementami wyznacznika M. 


Aby dla wszystkich wartości zmiennych miała miejsce 
równość 


YÈ ye ra a = 27 + z -...-+ ons 


czyli 

ту... а (a ny Ha ny) Ha YH... Fas iy? 
T... - (an ayit. Han, nyn) 5 

уг. аа 2 -аз T ern ya, tas... 

n ys one (аа a ps а.а п?) Hla att аала 

Pan ala 2) dl «34 алала ods адаа. 


ln n=10n п\уп EUT 


datek Drugi. 1,1). Ogólniej w takimze celu (t.j. dla wyprowadzenia 
iloczynu dwu wyznaczników) użył jej później BRIOSCHI, La teorica dei 
Determinanti (wywód formały 30). + 

(!) Jest ono szczególnym przypadkiem przekształcenia liniowego, skut- 
kiem którego forma kwadratowa 


A? + А, 20,02 ++ Аә әт»? + Ag „улу; + elc. 
przechodzi na formę kwadratowa 


Ai 00 AY HAY? 4 Ays F etc. 
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elementy wyznacznika M winny być takiemi, żeby zadosyć 
czyniły 
n(n-- 1) 
9 , 


związkom (*), a mianowicie : n związkom typu 


ui as,? +... a? — 1, 


(i= 1,2,..,0), jakote£ AE (2) związkom typu 


азау к F азай +}... аһан = 0, 
(i, k przedstawiają kombinacye liczb 1, 2,...,» po dwie). Jeśli 
więcelementy wyznacznika M zadosyć czynią tym ко wa- 


runkom, to zawsze (?) 
k , 
a? + a? H. H a4 zy" + ya" +. у. 


W roztrzasanym tu przypadku przekształcenie liniowe (1) na- 
zywa się przekształceniem prostokątnen: (°) (orthogonal' nem). 


(1) EULER, Problema algebraicum ob affectiones prorsus singulares 
memorabile (Novi Commentarii Ac. Sc. Imp. Petrolitane, t. XV, za 
rok 1770, str. 75). 

(2) EULER. 1. c., str. 84. 

(3) Nazwa ta tem się objaśnia, że takiem jest właśnie przekształcenie, za 
pomocą którego od prostokątnego układu osi spółrzędnych przechodzimy, 
nie zmieniając początku układu, do nowego układu rownież prostokat- 
nego. Tak, gdy od osi prostokątnych X, Y przechodzimy do osi prosto- 
kątnych X', Y, 


œ= «'cos(XX')++ y'cos(XY'), w = а cos(XX/)— y'sin (XX') 


czyli 
y = a cos(YX/)-- y! cos(YY); y = x'sin(XX")--y' cos (XX), 
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Jako więc określenie przekształcenia prostokatnego możemy 
przyjąć równie dobrze : albo warunek, aby przez nie summa 
kwadratów zmiennych przechodziła na summę kwadratów 
nowych zmiennych ; alboteż (jednoznaczne z tym warunkiem) 


powyższe m związków między elementami modułu. 


gdzie a, , =cos(XX') etc., to 
n=2: cos*(XX/) ++ cos?(YX/) = 1, 
cos?(XY/) + cos?2(YY') = 1; 


(2)= $: cos(XX/)cos(XY')+- cos(YX/)cos(YY')= 0. 


Podobnie, gdy mamy z układu prostokątnego osi spółrzęduych X, Y, Z, 
nie zmieniając początku układu, przejść do nowego także prosto- 
katnego X/, Y, 7/, 


0 = w cosl XX’) +y’ cos(XY ')+> z' cos(XZ/), 

y = x' cos(YX") + y' cos(YY^)4- z! cos(YZ/), 

z = a! cos(ZX') + cos(ZY')+- z! cos(ZZ^), 

to, jak wiadomo, 

n=3: cos?(X X!) 4- cos-YX')++ cos?(ZX'”) — 1, 
cosX Y')-I- cos?(YY') + cos (Y!) == 1, 

cos?(XZ/)-- cos?(YZ | cos* (22!) — 1 ; 
M : eos(XX/)cos(XY/)+-cos(YX')eos(TY/)4-cos/ZX/jcos(ZY/)=0, 
cos(XY/)cos(XZ/')--cos(YY')cos(YZ/)+-cos(ZY/)cos(ZZ')=0. 
cos(XZ/ycos(XX')-Hcos(YZ/)cos(YX/')-+cos(ZZ/)eos(ZX/)=0. 


Kwadrat zaś odległości od początku układu, punktu, którego dawne spół- 
rzędne sa 2, у, z, а поме w, y’, z', nie uległ zmianie, więc 


а? + yH — x? 4- у? + 27. 
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$ 86. 


Ка тосу 1усһ warunków okrešlajaeyeh przeksztal- 


n(n + 1) 
2 
cenie prostokątne, wypada : 
1. Podnieśmy moduł do kwadratu ($ 46) 


а, д, a a fe 04, 


atu ee soe 


аза, + + + ynn 


ад? +. . + айл orn 04 404 nt- . -F алб 


ai nli a+ . наьа п, etg ain + . „+ аһ? 


ОО 


więc (7) : albo 

M = + 1, 
albo 

M—-— 1. 


Moduł przekształcenia prostokątnego jest dodatna albo odjemna 
Jednościa. 


(1) JAGOBI, De binis quibuslibet functionibus homogeneis secundi 
ordinis per substitutiones lineares... (CRELLE, Journal, t. XII, str. 9). 
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П. Skutkiem tego ($ 84) : 


Wyznacznik układu п funkcyj liniowych n zmiennych, ule- 
głego przekształceniu prostokatnemu, albo jest równy wyznaczni- 
kowi układu początkowego, alboteż różni się odeń znakiem. 


HI. Summa 
а. -Han iEn = a (04 AJ (T. 1 а)... 
Hanan, Yt... Fan nyn) 
= (t ita 1----+0n ian 1)Y+-.-.-|(04 7... 
raa P) Yit- M а nH. лан ,n)Yn 
EWA 
(121, 2,...,n). Zatem (*) 
Jeśli od zmiennych z,, «3,...,0, przechodzimy do zmiennych 
Yis Уз». уп za pomocą przekształcenia prostokątnego 
жү == a, ++ 4 sy +... Any 
a = алу + ау: + + + + аһу, (1) 
; s 
En = алу | азу | <... Faun 


to nawzajem, od zmiennych yı, Yzye::sYn przejdziemy do zmien- 
nych Fi, £ą;...;Cn za pomocą przekształcenia 


[Ma = 04,4 ЕЕ аза» EE w w -- On ipn 
з = 0131 F 43,223 + awg — ап ay, 


. . . . . . . H . ` ЧАГ 


Уп == li nT Ó+ аз пз + Ów 4 Un ny, 


(1) CAUCHY, Mémoire sur le changement des variables dans les inté- 
grales. (Exercices d'anal. et de phys. math., t. IV, str. 140). 
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także prostokątnego ($ 18), a dwa te układy po n równań за 
pochodne jeden względem drngiego (8 74), same zaś układy 
zmiennych z,,...,2, i Yi,...,/n posiadają własności układów 
sprzężonych ($ 83). 


IV. Ponieważ przekształcenie (2) jest także prostokatnem, to 
między elementami modułu M podstawienia prostokątnego (1) 


ma jeszcze miejsce p rk) związków ($ 85) takich (*) 


ад? E аз? T. lin = 15 
Ak A + азак 4...4 Ri nk = 0. 


W wyznaczniku przekształcenia prostokątnego summa kwadratów 
elementów jakiegokolwiek rzędu jest jednością, summa zaś ilo- 
czynów odpowiednich elementów dwu jakichkolwiek rzędów równo- 
ległych jest zerem. 


V. Mnożąc każdy z n związków 
а, AC4 K ed (li Ai ++ ап, лац, = 0, 


> 


a. aê Het =i, 


ааай к +... + di ий k +. „+ Gs пап, = О, 


przez odpowiednią z ilości dołączonych w wyznaczniku М do 
elementów jego ż-ego wiersza, t. j. przez 


Aira... Ai ny 


(1) EULER, |. €., str. 75. Punkt wyjścia u EULERA stanowią le 
wszystkie n(n + 1) związków (przy n = 3). 
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a tak pomnożone związki dodając, otrzymamy 
M (а АА а-Е...-Еа‹ nA n) FG (ai Mal һАн) + + 
Fan ап Ait... Fannin) = Ав к, 
zkad (š 27) wypada (*) 
di kM = Ак, 


więc (1), albo А; к= F lik, alboteż Aik =— ак. Tem się 
właśnie objaśnia, że powyższe przekształcenie (2), odwrotne 
względem przekształcenia (1 ),zgadza się ze związkami (2) 82-ego. 


VI. Tę zależność możemy uogólnić. Związek ($ 68) 


D 


00s pda 7 


i. 


na mocy wyprowadzonej (V) własności dla modułu przekształ- 
cenia prostokątnego, przechodzi na następujący : 
mM 
m =k; „эй = MIA 
MINE Бана, cc M "аена hy 


t.j. (3) ($$ 50, 61) 
(m) (m) 


Ма = М, 


(т) (m) (m) m 
więc albo Aj, = dig, alboteš Aik — — dik. 
$ 87. 


Ponieważ n? spólezynników przekształcenia prostokątnego 
funkcyi (lub funkeyj) zmiennych 2, 25,...,z, na funkcya 
(lub funkcye) zmiennych nowych ji, Y2;.:.,9n zadosyć czynić 


(1) JACOBI, 1. c., str. 9. 
(2) JACOBI, ibidem. 
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( 
muszą те) związkom zasadniczym (š 85); wszystkie więc 


mogą być wyrażone w funkcyi 


22 n(n--1) a n(n—1) 
3 


ә , 


ilości dowolnych. Nazwijmy te ilości 
b, s, бз, TE Г ‚пел , bın , 


base o e. „bana › Dam 


š (а) 
bn =? ni; ба—з л» 
\ bua Ms 


Zależność między dawnemi zmiennemi 1 nowemi jest okreś- 

.lona przez n związków jednoczesnych (1) $ 85-ego. Mo- 

żemy przedstawić ją jednak, wprowadzając n nowych ilości 

Zi, Z3,...,5n, przy pomocy 2n jednoczesnych związków (czyli 

dwu jednoczesnych układów po n związków) takich : 

| lz, = zy 042720 373 H.-H bi nina Dy nn 
ta=— ba 284-0 з H- ааа bina 

Із == — [NT Z3 +... bs .nAZn—q--b3 nim (8) 


LUN ر‎ ` . . ` . . . . . . . . . , 


Tn = — b; az واس‎ 22—03 n23—. . —Àbn 4 nZn=t-- Zn, 
у= zy Dy 220—0 25 =» у паи ін пп) 
уз = biaz 23—245 —...— واس رمم‎ ntn 


yas b atr 1-02 zs ]- Z3 —. «а n zn 1D, nn; (y 


Iove ж ЖАСЫЛ: GM EE. Ty 60 е ег о 
Yn = b „nade nza- bs nz}. . Huc nZn1-- Tns 
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byle п? spółczynników 4,,5...,01,2,..-.05,5 tak wyrazić w funk- 

n(n— 4) 
2 


cyi ilości (z), iżby warunkom prostokątności prze- 


kształcenia ($ 85) stało się zadość. 
Z każdych dwu odpowiadających sobie związków (6) i (y) 
== — bi ig —. bi i FD i eai ea +2 biasa 
yi bżą+ bi uisi zi — biitti — ...— баи, 
wypada (=1, 2,...,n) 
tit yi = 2i. (8) 
Układy (6) i (7) sa względem siebie pochodne (š 74): spólny 
wyznacznik tych układów jest 
1 + busy Үйү улы а Каси O 
ho Жоо ар... бас» Daw 


—/ 3, —b 3, | p^ HE bs ni. бз л zB. 


—б\ л» —/зп, — bam N EL ›—л—1 п› 1 


Jeśli w tym wyznaczniku B ilość dołączona do elementu, 
zajmującego w ¿-ym wierszu miejsce k-te, t. j. iloczyn (—1):** 
przez wyznacznik (n—1)-ego stopnia, otrzymamy z wyznacz- 
піка В w skutek opuszczenia w nim ¿ego wiersza i k-ej ko- 
lumny (3 25), nazwiemy Bix, tak, że wyznacznik dołączony 
do wyznacznika В ($ 65) jest 


Bin Bis, ‚Вя | 


Вәл, Bs... Bos 
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to ze związków (8) i (у) wypada 2a jednoczesnych związków 
odwrotnych ($ 82) 


Bz, = В, az, — Ba и» zz ... = В; 12, E ... + В, 121, 


Bz; — В, „tą + В, кёз -- О» -- В; ¿zi ES TĘ + В» #1, 


Bz, = ИЕЛ -+ Bs nts + ... + В; пх: = ttt -- В, nTa; 
Bzy = В, ау: + Bi sya + . . H- Buiyi +... Boys 
Ba = Bi ny! E Bi 24/2 + ... + В, iyi + ... + В; „уп, 
|Bz, — B, ay EE Вуз + ... -- B, iyi A ... + Ba,nya- 
Pomnozywszy kazde równanie przez 2, a nastepnie w kazdem 
zastępując 2z;, według (8), przez £i- yi, mamy z tych równań 
By =(2B,;,—B)z4-2B5;, z +-...+- 9B; wit. + 2D, dy, 
By Әв, д+24-...-С(@Вы—Б)д{...-+_ 9B, а, 
By,— 2B, „2014-2 Вә z+. ect Bini .. + (2B,,.— By, ; 
Bz — (2B,,,—B)y 3-28, y+- + 2B, it... 2B, „уп, 
Bajz 2B; iJ 3-?Bi y+.. (9B; —B)yiH-.. H7 2В; n/n, 


Bre —— 2B PF98342 BARE. HOB By: 
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czyli, po podzieleniu każdego równania przez B i nazwaniu 


Disa = li k 
(©) 

2B;;—B — 

В 5 1,17. 


2п jednoczesnych zwiazków 
Un = (aa, F ал23 -H SES + Q; rti + "je + dn an; 


LI . U 


| = (adi БЕ аз ыз БЕ ... =i Qi iti EL ... + dn ins (n) 


lyn = Qinti E аз nla 4- ... Е linti -|- ... EE dn usns 


, 


ү =a, da, |... ai... aao 


| = aiayi + tiye +... uji +... H алу (Q 
A Yi F Anya + + + + + anayi + 2 + o + aaa 


Z tych jednoczesnych związków (n) i (C) wypada tożsa- 
mościowo 


Ji — а ау Ааа iyi А-а нун) 
А un at ers gels e ai) 
zig SH. ska ati. Las a dych 
2 1 3 
(ааа Han Dye 
Нал. Hii, iti =... La, in n) Yn: 
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(i= 1,..,2), zkad wypada n związków 


2 2 2 
li,i -+ аза L.. Lap © 
oraz (2) związków 


dı i,k EL аз idz к --.. Lan ink =0, 


(k=l, 2,...,1 — 1, ¿+ 1,...,n). Spółczynniki zatem tak prze- 
kształcenia (5), za pomocą którego od zmiennych nowych prze- 
chodzimy do zmiennych dawnych, jak i przekształcenia (б), za 
pomocą którego, odwrotnie, od zmiennych dawnych przecho- 
dzimy do zmiennych nowych, zadosyć czynią warunkom prze- 
kształcenia prostokątnego ($$ 85, 86 III, IV). 


Przekształcenie 
Tı = M AY4--M зу... nn, A 4304,29: «+, и 
+ Yue "wP SUMI И эз. Ey а. 
Un = апуан YaF- «Fan, nyn; (nana... (Inn 


przy określonych przez związki (d) elementach modułu M, јо 


funkcyj a 1) ilości dowolnych (a), jest przekształceniem proso- 


катет |*). 


(!) Te ogólną metodę rozwiązania zadania podał CAYLEY, Sur quelqies 
propriétés des déterminants gauches (CRELLE, Journal, t. XXNI, 
str. 119-121). Można, jak to robi CAYLEY, rozwiązanie uogólnić — cloć 
to jest zbyteczne — przyjmując za główne elementy wyznacznika B wel- 
kości dowolne, zamiast jedności. — Warunek, aby wszystkie spółczynniki 
przekształcenia były całkowitemi, postawili w swych badaniach : HEñMr E, 
Sur une question relative à la théorie des nombres (L10UVILLE, Jourrał, 
t. XIV, str. 21); WEIHRAUCH, Zur Construction einer unimodulaen 
Determinante (SCHLOEMILCH, Zeitschrift, rocznik XXI, str. 34). 
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WYZNACZNIK PRZEKSZTAŁCENIA. — ROZ, 
Roztrząsnąć jeszcze należy kwestyę czy 


kształcenia prostokątnego, 
аа, fa, wyd A,n 


азд, 023, + + + „lan 


апа, Gn, + + + An,n 


2B; „ —B, 2B, s, "€ NS ФВ, „ | 
1 9В, 4, 2Bą +—B, 4.854 ЭВ» л 
=p š ы 
2B, ЭВ, з, 0. 10 54609 2Bn,n—B 


jest dodatna, czyteż odjemną jednością (S 86, 1). 


Z powyższego wypada 


3B, ,—B, ФБ DBE 
“Бп. СЭВ; Br 5-4. ЧӨЙ 

В"М= ; 
ЭВ», 2Bn з, a а, | ,2Bn n—B 


mnożąc ten wyznacznik przez wyznacznik (*) 
е @ аў сл dzaj 


—б\з, 1 осе. TILES ban 
B = 1 


— bım, — b3n, WAY 


(!) Z rozlozenia wyznaczhika B według elementów wiersza (š 25) wy- 


pada wogóle ($ 27): 
— b, 4Bi,, — b2, kBi,2 — ... + Вл 


= B, lub = 0, stosownie do tego, czy i = k, czyleż i jest różne od k. 
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otrzymujemy w iloczynie ($ 44) 
Cis «1v ® 
BEIM ==] Ls ute 
Cni «es 5n, 
gdzie, przy i < k, 
Ci к= —2Bi а)... (В; i-—B)bi x — 
...—2В; s 10r aal 2Bi nt. -- FB; бк 
="4Ą=Bi b, ...— Bibi = Валак Ви 


Bi, + Bacca Bi nók,n) ВӘ 
= В; І 


przy i=k, 
Cii = Вафа... —2Bi.i 10i (Bi, i —B)-+-... -|-2B; nbi, 
— 9(—В, аи... —Bi,i ibi —1,6+Bi Bii rabii}... 


af —B; „0; n)—B=2B—B 
= B; 


przy ¿> k 
єк = — ЭВ; b, === f — В; бка, E 9Bi x + ... 
E 9(Bi,i E B)^; i + ... + 3Bi nôr,n 
=(—2B; ly k — ... — Вк, ЕВ c Вак: 


4 Bi dy +. . + Bi ndk») — Boki 
= — B, i. 


Wiec 
B^ SES (ha. Bus 


—Bh;, B , Bós 5, . 


st Bhia 
p^»*!M— 


— Bû, k = Bbz ns — Bb; п, .... B | 
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1 ,> bias. LE ban 


—h 1 2 


= B" = B".B, 


— bn» RAE 1 
czyli 
B"*!M = В" + L 
ткай wypada (!) 
М=+4+1. 


Określone za pomoca związków (e) w funkcyi ilości 


n(n — 1) 
9 


dowolnych (а) przskształcenie prostokątne (©) jest przekształceniem 
0 module jedność. 


Ażeby zaś mieć przekształcenie o module — 1, należy tylko, 
albo w wyznaczniku M przestawić dwa rzędy równoległe (319), 
albo wszystkie elementy jednego rzędu pomnożyć ($ 29) 
przez — 1. 


§ 88. 
Zastosujmy metodę w poprzedzającym $ wyłożona do kilku 
najprostszych przypadków. 
n=2. To dowolną jest (5) —4 ilość: nazwijmy ја ». Wtedy 


"n 


B— ' =1, 


EN 


wyznacznik zaś systematu dołączonego jest 
Бан, Bı,» 


LU 2 


LĄ, 4 


В.а, Ba, 


(1) BALTZER, 1. c., w czwartem wydaniu str. 176. 
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skutkiem czego, według formuł (г), 


2B,,—B 1—?? ЭВ, ғ 9) 
y a = — = ; U= ——> = :سے‎ 
4 B 1-13 7 B 1 + 
2B: 1 % T 2B; a= B 1 — )2 
l, = = — аз = = , 
B 13 7 B 1-4» 
i 
1—2»? 2) 
14 1422 
B O EN 
1? 4-2 


przy jakiejkolwiek więc wartości 2, przekształcenie 


= TY MES 35 
2, 1—»? 
Пк ШЕ Ew 


T; = — 


jest prostokatnem, o module jedność. Jeśli ilość dowolną wyra- 
zimy inaczej, np. 


—)=łg н a; 
to przekształcenie 
1— hl а 2tg š = 
Zi = 1 1 1 Y2, 
1 +tg* za 14-40 5 « 
tg 1 a 1 1 а 
Жз = = y i I UE 
1-6? AC 1-Ltq? 5 a 
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š 1 | —cosa Ç 
5==\ ا‎ k 
czyli @ 3* 1 T) przeksztalcenie (*) 


жү = у‹СО5ж — YsSiNa, 
Tą = yysiNa -- узСОЗа, 


przy jakiejkolwiek wartości kąta <, jest przekształceniem pro- 
stokatnem o module jedność. 


n = 3. Ilości dowolnych jest (2) =" nazwijmy је »,—»; 


przez nie wyrazimy wszystkie n” = 9 spólezynników ogólnego 
przekształcenia prostokątnego (2), Jest więc 


4, o» = 
B=|—„ 14 ),|=1+ X++. 
Бу, 4 
Ж; Bias Bos 04-26, aeu hp 
В, Be Belen Doo <Ła5 ч; 
Bs, Bs; B3,3 У р, ру —2, 1+ ر‎ 
А0222 ә «v au 
pay” He C "rp Papy” 
M= رس(‎ f—X-p—. pr E 


рр рир "Epp 
{= аа ыы ы-ы: 
трак Р ТР 


(1) Porównaj $ 85, przypisek. 

(2) EULER 1. с., ste. 101) daje ogólne wyrażenia tych spólezynników 
w funkcyi czterech ilości dowolnych ; wyrażenia te, gdy stale przyjmiemy 
jedną z nich (p) równa zeru, przechodzą na te, które tu są wyprowadzone, 
a które podał RODRIGUES, Sur les lois géométriques, qui regissent les 
déplacements d'un système solide (LIOUVILLE, Journal, t, V, str. 405). 
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a przekształcenie 


Z; == رڪ و ا چا‎ —% 14-9. BE uc + уз +-+2 


Erg pi pida TRT 
m 1 ی‎ 9 uv + À 
= Екы еее Ды куул p O ym 
کے‎ = TE =? 
n'y pa" opp t repe" 
jest prostokatnem, o module jedność — przy jakichkolwiek 


wartościach 2, рі v. 


n ==4. Ilości dowolnych (3) ==6: nazwijmy је у, —и, p, 4,9, 7; 


przez nie wyrazimy wszystkie n* = 16 spółczynników ogól- 
nego przekształcenia prostokątnego (*). Mamy zatem 


lo nbp 


à, с‏ ,1 و 
B= =‏ 

u, — А, 1, < 

== pa. 090 7 My 1 


=1+ ++ Hehe +° e Hur), 


(1) EULER (l. c., str. 102) daje bez dowodu podobne wyrażenia przez 8 
ilościdowolnych. CAYLEY (1. c., str. 122) wyprowadza podane tu wyrażenia, 
jako zastosowanie danej przezeń ogólnej metody ($ 87). Pewne nieścisłości 
w formułach, które tam zostały przeoczone, nie znajdują się już w takichże 
wyrażeniach ponownie przezeń danych w Sept différents mémoires d'ana- 
lyse, N° 6. Recherches ultérieures sur les déterminants gauches (CRELLE, 
Journal, t. L, str. 310). Zachowuję oznaczenie ilości dowolnych, jakiego 
CAYLEY użył w Recherches ultérieures... 
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elementy zaś wyznacznika dołączonego są 
B u= 1424-24-22, ‚_Вә==—у-Бр—рз—т(р-}-из-{ух). 
B= vasa) Br = 11-24-24-22, 
з= ртр 0(00-ро4-ут), Вз ә h-kuv=or-p(h--uc-|-vt), 
B= 2—7р--7у--02- роу); Ваз риту); 
з=  p-hvk—pr--a(hke-puo-hvz), В—=——р—:т-Ьәз—)(;-Ьит-& ух), 
Вэ z=—>vp—cr—p(houc-Hvr), В›—=—о-НБл—ур—ц(0р-Ерз-{ут), 
B= 1-702, Bz ——-—3ÀA5--e—v (g4-u34- v). 
Byg=" Top- ave tpt); B= 14-24-02. 
Przy pomocy tych wyrażeń, można już, według wzorów (e) 
5 87-ego, znaleść wyrażenie szesnastu spółczynników przekształ- 
cenia czterech zmiennych, które, przy jakichkolwiek wartoś- 
ciach ilości 2, р, v, p, 7, т, jest prostokatnem i о module 
jedność. 

š 89. 

Oznaczmy formę, lub układ kilku form, głoską f. Niechaj f, 
wskutek przekształcenia liniowego o module M, przechodzi 
na formę, lub na układ kilku form F. Jeśli, wogóle, ze spół- 
czynników i zmiennych, zachodzących w /, w pewien sposób 
utworzymy funkcyę całkowitą 9, zaś przez Ф nazwiemy funk- 
cyę, w podobny sposób powstałą z odpowiednich spółczynni - 
ków i zmiennych, zachodzących w F, i jeśli ma miejsce związek 


Ф = М, 


przy calkowitem р, to mówimy, że funkcya ç jest Ayperde- 
terminantem (t) (« nadwyznaeznikiem»?) formy, lub układu 


(!) CAYLEY, Mémoire sur les hyperdóterminants (CRELLE, Journal, 
1. XXX, str. 1). Nazwy : invariant i t. d. wprowadził SYLVESTER (Philo- 
sophical Magazine, 1851, II, str. 3996 i w różnych późniejszych pracach). 
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form /. W przypadku przekształcenia o module jedność (š 82), 
M=--1, powyższy związek ogólny przeszedłby na szczególny 


Ф = ç, 


Jeśli hyperdeterminant jest stopnia zero względem zmien- 
nych, czyli jest funkcyą samych tylko spółczynników, zacho- 
dzących w f, to nazywa się niezmienntkiem (*) (invariant), gdy 
zaś jest wyższego stopnia względem zmiennych, to jest, gdy 
"one istotnie weń wchodzą, nazywa się spółzmiennikiem (2) 
(covariant). 


Wogóle « w nauce o formach bada się własności takich cał- 
» kowitych połączeń spółczynników i zmiennych, które tylko 
» pewną potęgą modułu odróżniającą się wartość przyjmują, 
» gdy się je dla początkowej, lub dla przekształconej (°) funkcyi 
» utworzy. Jeśli pewne połączenie takie zawiera tylko spółczyn- 
» niki, to nazywa się niezmiennikiem; jeśli zaś zawiera także 
» i zmienne, to nazywane bywa spólzmiennikiem » (*). 


Np. forma 
f = ао? F و222‎ A азж? 


wskutek przekształcenia 


Tą = ayı + yz 
La = Yi -{ буз; 


(!) TRZASKA, l. c., str. 1074. 

(2) TRZASKA, ibidem. 

(3) liniowo. 

(8) CLEBSCH, Theorie der binüren algebraischen Formen, Lipsk, 1872, 
str. 3. 
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przechodzi na formę 


Е = (поо + Zasay +027) y 2105 + «(a9 + &y) > ey? Wy 
+ (aß? + 20458 -|- a8’) y2 
którą możemy tak pisać 
F = Ay? + Ayya + Ay. 

Gdy zaś utworzymy funkcyę spółczynników formy f, 

„== аа; — a °, 
oraz podobną ze spólezynników odpowiednich formy F 

P == А,А:—А,?, 
{о spostrzezemy, ze 

AoAa = A ° == а) — By)” (aot == a4?) , 
czyli 
Р = М, 

więc funkeya aoa: — a,? (wyróżnik formy f, $ 81, 1°) jest nie- 
zmiennikiem formy ао? + 2022s + азл? 


Podobnie, gdy dany jest układ / dwu form 
А = ао? -- Ay T 7 + аз, 
f. = boz? FE bitit: + б>, 
przechodzący wskutek przekształcenia liniowego 


«, É 


M 


=a — f, 


» = ayı + ys, 
Tą = yy, + буз; 


» 
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na układ F form 
[Ё›—=Аоу!?-ЕАууз-ЕАзуз%, Ао aoi? aay + as, 
А, = 2108 Fai (a3 -]- 67)+- 20273. 
| = ad? + a 98 + a28; 
F:=Boy"+-Bvy17:-|-Bsya* , Во = b + Pin] + bs, 
В, = 288-002 46r) 258, 
| Ba — A +- hp bg, 
to biorąc funkcyę spólezynników form f, 
x = 29%» — a,b, -+ 20200, 
i odpowiednia funkcye spólezynników form F, 
X = 2AB: — A,B, + 2A5B,, 


znajdziemy, podstawiajac wypisane wyrazenia spólezynników 
Ao, Ap Ag, Bo, В, i B, że 


2A,B; — А,В, -H 2A2Bo =(a8 — By) (ао — abı + 2a35,), 
AR M°y; 
funkcya zatem x jest niezmiennikiem układu dwu form f, i f». 
Dla tychże dwu form f utwórzmy funkcyę 


Y. fs f 


дт, дл» NA Эт, ; 


29 = 
czyli 
y == (ab, — a,bo)a,? -+ (000 — ab); iz, ---(a4b2— abı)? 
а?, Le, و‎ 
= i 1005. - M 


bi, bo, 7 
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i podobną dla przekształconych form F 


yo, ys?, —9у‹уз 


o А,, А», А, 
В, Bo, В, 


Zważywszy, że przekształcenie odwrotne względem tu zastoso- 
wanego daje nam ($ 82) 


= àz, rz ga 
ASS ah , 
иләс: 
ee 


możemy funkcyę w tak przedstawić : 
v, —23,47358-]-2 283,752? — 92:0 ,2:,- ,* ^, 2r a6— | 
— د21‎ (ad 4-5) 1204770 


4 |9 aja, ао? | araya, Zaoa- 


w-= NE 
š -и‹(@8-Е@])-Е2а»у8 
bog: batb, bat Dai bs], 2bo8+- 

| Hilas) -H218 

zkad (š$ 28, 29, 20, 19) 

| wę, Lè, و2‎ 
Y= ا‎ аз ,ر“‎ dı ; 

b; > b, , b, 

czyli 
y = My. 


Funkcya zatem 4 jest spółzmiennikiem danych form f, i f4. 
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Jeśli dwa układy zmiennych 

Va, Days ay 

б» Š... 
są sprzężone ($ 83) i wskutek przekształcenia liniowego o mo- 
dule M przechodzą odpowiednio na układy 

Yis 129, 

71 TAI,’ 
układ zaś f danych form zmiennych 2, &s,..., ze spółczyn- 
nikami ао, 4,,...,..., w skutek tegoż przekształcenia przechodzi 
na układ form Е (więc o zmiennych yı, ya,...), ze spółczyn- 


nikami Ao, Aq,...,..., to funkcya spółczynników, zachodzących 
w f, oraz zmiennych £,, £,..., 


p = (00, 0ü45.. TM Eu): 


w razie, gdy po przekształceniu utworzona funkcya odpo- 
wiednia 
Ф = (Ao, A,,...,...9715 Nize) 
zadosyć czyni związkowi 
p М”, 


nazywa się (funkcya ç) preciwzmiennikiem (1) [contravariant, 
zugehórige Form (*)] danego układu form f. Np. jeśli 


i = ayi-FB =a mı = af |-752-|-pbo, a, 5, ¢ 
= JW 3st Sys, me = ro, M=|7, $, $), 
v3 — pipi syl rys; e. = leks ine <| 


[== ах, `+ 2а, Dua Qa 93 4-24, zCęCz-|-203 I 2 Qa 2з”, 


— 
= 
© 


(!) SĄGAJŁO, 1. c., str. 143. 
(2) ARONHOLD, 1. c., str, 315. 
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to funkcya 
#= (аз а0з, а—@з 3) E 9-3 (01 02,544,208) 5 ET - (01,403,543) 52? 
- (а, a; 3—41 заз s)ŻŻ3-P2 04 0 3—02 304 , 3و(‎ 

(аааз аал 2?) Ёз? 

(będąca forma kwadratową o zmiennych £,, £s, ёз) jest prze- 
ciwzmiennikiem danej formy /, co można sprawdzić przez 
dokonanie przekstałcenia formy /, utworzenie dla formy F 
odpowiedniej funkcyi Ф i przez wyrażenie spółczynników oraz 
zmiennych m, na, na funkcyi Ф za pomocą spółczynników 
formy f, oraz zmiennych či, ёз, ёз. 


Funkcye, których zależność od danych form nie zmienia się 
wskutek liniowego przekształcenia, więc : niezmienniki, spół- 
zmienniki, przeciwzmienniki, można nazwać ogólnie funkcyami 
(albo : formami) towarzyszącemi danym (concomitant : « spół- 
towarzyszący, » « spółidący w orszaku »). A jeśli w tego rodzaju 
funkcyę wchodzą jednocześnie oba układy zmiennych, t.j. 
zmienne zachodzące w danych formach i zmienne układu 
sprzężonego, 

Glos 04; Boeri jE T4157: 5615. бау), 
przy 
Q(Ao, ATA Ае. 5:505. ауу map as 
—M'e(m, dij 5, 01 боба) 


to taką funkcyę możemy nazwać /unkeya towarzysząca mieszaną 
[mixed concomitant (!), divariant (2), Zwischenform (?)]. Така 
jest np. funkcya 


Lii + Tab +-.. + Tubn, 


(U) SYLVESTER, 


(2) SALMON, Lessons intr. t. t. modern higher Algebra (w trzeciem 
wydaniu str. 114). 
(3) ARONHOLD, l. c., str. 336. 


25 
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386 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 
gdyż ($ 83) [p ma więc wartość zero]: 
КАД -- узт +... gan = 1б, -- зба +...+ nbn. 


Badania własności rozmaitych takich funkcyj, posiadających 
tę spólną cechę, że ich stosunek względem danych form nie- 
narusza się w skutek przekształcenia liniowego, odniedawna (!) 
są systematycznie prowadzone : jednak już tworzą charakte- 
rystyczną w Matematyce gałąź oddzielną (?), nazywaną już-to 
« Nową Algebra wyższą », juz-lez « Algebra przekształceń 
liniowych >, i nader ważne znajdują zastosowania (3). 


(1) Gauss, w Disquisitiones arithmetice (1801) zajmuje się badaniem 
funkcyj towarzyszących formom kwadratowym podwójnym i potrójnym. 
BooLE w Cambridge. Mat, Journal (t. 11, 1841) dowodzi ogólnie 
niezmienności wyróżników. CAYLEY'go prace (Camb. M. J. t. IV, 
1845, i w CRELLE, Journal, t. XXX, 1846) wykazały istnienie funkcyj, 
posiadających charakter niezmienności, nie będących jednak wyróżnikami, 

posłużyły różnym uczonym za punkt wyjścia do nowych badań w tym 
kierunku, z których najwybitniejsze sa: SYLVESTER'a On the principles 
of the Calculus of Forms (C. a. D. M. J., t. VII, 1852); HERMITE'a 
(tamże, t. IX, 1854); CAYLEY'go Memoirs upon Quantics (w różnych to- 
mach Philosophical Transactions, poczynając od t. CXLIV, 1854); ARON- 
uoLp'a Ueber eine fundamentale Begründung der Invariantentheorie 
(CRELLE, Journal, t. LXII, 1863); GORDAN, Ueber das Formensystem 
binerer Formen (Lipsk, oddzielnie, 1875); JORDAN, Mémoire sur les cova- 
riant des formes binaires (LIOUVILLE, Journal, serya Ш, t. п, 1876). 

(2) Co do wykładów systematycznych oddzielnych działów tej teoryi, 
zaznaczyć należy przedewszystkiem klassyczny i dostępny podręcznik 
SALMON'a Lessons introductory to the modern higher Algebra, wzy wy- 
dania; ostatnie : Dublin, 1876) przełożony na wiele języków; polski 
przekład stanowi drugi tom SĄGAJŁY Wykładu zupełnego Algebry (Paryż, 
1874); — oraz : FIEDLER'a Die Elemente der neueren Geometrie und 
der Algebra der bineren Formen (Lipsk, 1862); CLEguscm'a Theorie der 
binaeren algebraischen Formen (Lipsk, 1872); FAA DE BRUNO Théorie 
des formes binaires (Turyn, 1876). 

(3) Zmiany spółrzędnych uskuteczniają się w Geometryi za pomocą 
przekształceń liniowych ($$ 82, 85). Niezmiennik formy potrójnej (której 
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Nam tu iść może tylko o zaznaczenie cechy « niezmienności » 
niektórych z już otrzymanych wyznaczników, jakoteż tych, 
któremi jeszcze zajmować się będziemy. 

Tak np., z $ 84-ego wypada : 

Wyznacznik układu m form liniowych, czyli ich rugownik 
($ 78), jest niezmiennikiem tych form. 


A że rugownik dwu form podwójnych n-ego i m-ego stopnia 
może być uważany za rugownik n równań liniowych z п zmien- 
nemi, lub n-m równań liniowych z n-m zmiennemi 
($ 79), więc : 

W yznaeznik, przedstawiający rugownik dwu form podwójnych, 
jest niezmiennikiem tych form. 

Dla tejże przyczyny ($ 80) : 

Wyznacznik, przedstawiający rugownik układu n form z n 
zmtennemi, z których jedna kwadratowa, pozostałe zaś liniowe, 
Jest niezmiennikiem tych form. 

Również (S 81) : 

Wyznacznik, przedstawiający wyróżnik formy kwadratowej, 
jest niezmiennikiem tej formy. 

Wyznacznik, przedstawiający wyróżnik formy podwójnej, jest 


niezmiennikiem tej formy. 


równość zeru przedstawia płaską linię krzywą), lub poczwórnej (która, 
przyrównana do zera, przedstawia powierzchnię), jest funkeya spólezyn- 
ników, której równość zeru wyraża własność krzywej lub powierzchni, 
niezależną od wyboru osi; równy zaś zeru spółzmiennik albo przeciw- 
zmiennik przedstawia inna krzywą lub powierzchnię, której elementy maja 
z daną krzywą lub powierzchnią pewien związek, niezależny od wyboru 
osi. Pedobniez objaśnić można ważność zastosowania w Geometryi anali- 
tycznej i Geometryi wyższej własności funkcyj towarzyszących układowi 
kilku danych form podwójnych, potrójnych, etc. Zob. znakomita pracę : 
CLEbscH'a Vorlesungen über Geometrie. Lipsk, 1875. 
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ROZDZIAL DZIESIATY. 


. 


WYZNACZNIK SYMETRYCZNY. 


$ 90. 


Punktem wyjścia naszych dotychczasowych badań ogólnych 
było przypuszczenie, że elementy wyznacznika są od siebie 
niezależne (S 4): mimo to jednak te badania doprowadzały nas 
do wyznaczników, w których między elementami istniały pewne 
związki. Takiego rodzaju wyznaczniki mieć muszą pewne, im 
tylko właściwe, własności, które częścią sa modyfikacyą włas- 
ności ogólnych, częścią zaś mają całkiem odrębny charakter, 

О wyczerpaniu wszystkich przypuszczeń co do różnych za- 
leżności, istnieć mogących między elementami wyznacznika, 
mowy być nie może. Zajmiemy się więc najwięcej tylko charak- 
terystycznemi przypadkami wyznacznika o elementach w pe- 
wnym ze sobą związku będących. 


W tym Rozdziale badać będziemy własności wyznacznika, 
w którym każde dwa elementy sprzężone ($ 5) są sobie równe, 
t. j. wyznacznika 


йи», 041,255 ly p 


MATTE ENIE: 


du,ty (nao; Gn; 
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w którym, przy wszystkich wartościach 1, 2,...,n liczb č i k, 
jest zawsze 
i,k = Ok, i» 


Taki wyznacznik nazywamy wyznacznikiem symetrycznym. 


Symetrycznemi więc były : wyznacznik przedstawiający 
kwadrat jakiegokolwiek wyznacznika ($ 46); wyznacznik obu 
zadań $ 60-ego; wyznacznik przedstawiający rugownik dwu 
form podwójnych jednakowego stopnia w postaci wyznacznika 
stopnia, określonego przez stopień danych form ($ 79, 4); 
wyznacznik przedstawiający wyróżnik formy kwadratowej ($81); 
wyznacznik (n— )-ego stopnia, przedstawiający wyróżnik 
formy podwójnej n-ego stopnia ($ 81). 


W wyznaczniku symetrycznym, z powodu związku, zacho- 
dzącego między elementami, niezależnych jest tyle elementów, 
ile jest par elementów sprzężonych więcej elementy główne. 
W powyższym więc wyznaezniku D n-ego stopnia niezależnych 


2 n(n--l uż 
jest e elementów; przyjmujac za takowe elementy 
(4,5, (01,25 Gi, + + + sy n—2 s Umi 5 Win و‎ 
(ya 2,3, + + + Aam? ә mni » dan 3 


05,3, E ›@з,п—з , 03,4 —14 , аз п , 
dp—2,0—2 @п—%н—1› @п—3,п› 


Qn—4,1—15. Anim 


Ann 5 
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możemy ujawnić symetryczność danego wyznacznika D, przed- 
stawiając go w postaci 

Qia M, peegli Mi Aisi уә т-а un 

Qia Q32 seeli 5024 Aiti pelan m 


` 
. . . . . . ` . . ` 


аф X024 5001-14 Mii Qiii’ уута xin =S. 
Ai п—-1›@ә,п—1›,*++›@—1,п—1›@,п—1,@ +41 n—49 «Un —4 n=15dn—1n 


dn Azn — yes i-a ylim Qizin een „nn 


W tym wyznaczniku wszystkie elementy głównej prze- 
katnej nie mają sobie równych. Gdyby jednak był dany 
wyznacznik, którego elementy niegłównej przekątnej nie miały 
sobie równych, z pozostałych zaś każde dwa były sobie równe 
i zupełnie podobnie odnośnie do niegłównej przekątnej były 
ustawione jak elementy równe wyznacznika S sa ustawione 
względem głównei przekątnej, to taki wyznacznik (ai k= 
= lnick m+ 23) 

044 50,2. 9و‎ Q3 , + + + limn- “уп-а бїт 
аза + Q22 ‚›@зз 5 + + + ,مار‎ Qan—1, QGi,n—i 
034. b 032 3 Q33 5... 5055-2, б? л—, (4 n_2 


An—1,1 Qn—1i,3, dn—2,2; + + + s433 , Qa, s UR 


Ani , Ana nz; + + « ‚аза s day , 044 


przez odpowiednie przestawienie rzędów równoległych może 
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byé sprowadzony do takiej postaci, ze niemajace sobie w tym 
wyznaczniku równych elementy niegłównej przekątnej znajdą 
się w głównej przekątnej ($ 24). Np. 


a, b, c с, б, а 
d, в, lji ve 'dis 
f. d, a dy -8, df 
Gd, С.й dacie. Bo са 
6, b UD c €, J, he e 
=+ 
h, E b b b, f 1, À 
h ^ е, a d, "ROI 
$ 94. 


Jeśli w wyznaczniku ХУ = 4,,...444, pTZy акак, Czyli 


w wyznaczniku 


ns QE. „апт 
raz opuścimy г-у wiersz i k-a kolnmne, drugi raz zaś k-y wiersz 
i ^a kolumnę, to otrzymąmy dwa wyznaczniki (n — 1)-ego 
stopnia 


Qa b + + + Qaa kędy ° ° + san 
044—349 0010067900 w e cm uis ,04—4,л 
, 
Gq 44s эзсе, ә ено е 97 әгә! . ›®@+ї,п 
" . 
йн s - „kt, mylkę+t m + ° ° Anm 
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(ji 5-3 + » sji, Miti + + + йл 

UR ТЕТУ УЕЗГЕ him... gr: ;0dk—1,n 

Ut ba ups p K А ua W TYLNE W ‚@к+їп 
і Š з 

Фат у liam iya «° ° + lnm 


sobie równe ($ 18). Którykolwiek więc z tych wyznaczników, 
pomnożony przez (— 1) *—(— 1)**, przedstawia tak ilość 
dołączoną w wyznaczniku S do elementu а; р, jak i ilość dola: 
стопа do elementu ax; ($ 25), czyli z założonego w wyznacz- 
niku ZEQq..:0nn związku aix = арі wypada А; y= Ак. 
Skutkiem tego wyznacznik dołączony do wyznacznika S ($ 65), 
t.j. wyznacznik X= Aja. Ann, może być lak przedsta- 
wiony ($ 66) : 

Ma; YET Аз, 9 ДИ, „My, п 

А.з, Аза, Азз,. + + ‚Аз 


== f 


Ain, Aan, Аза, = « „Ann 


Wyznacznik, dołączony do wyznacznika symetrycznego, jest 
także symetryczny. 


$ 92. 
Jeśli w wyznaczniku D = -2-4,,..a,,, element aj, jest 


wogóle zależnym od elementu i,k, to, gdy mamy brać po- 
chodną wyznacznika D względem elementu aj,;, należy ja brać 
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i względem a; k wyraźnego i względem a; uwikłanego w az; : 
2D 20 dn, 
Quy дак; daik 
tę pochodną cząstkową, wziętą względem i wyraźnego i uwikla- 
nego а, oznaczymy używanym w tym celu symbolem (zc): 


Więc 
GR dD day; 


Qaa) daia "Dai dak” 
Les SD p AB. , jako pochodne wyznacznika D względem 
En да 4 


wyraźnych aj; i акч, przedstawiają (S 61) ilości dołączone 
w wyznaczniku D do elementów ak i акы, ilości, oznaczone 
($ 25) przez Aij i Ax. Powyższa zatem formuła daje nam, 
przy ż różnem od k, związek 


(= Aa Ац dana a) 


дак da, к” k 


zachodzący w razie istnienia zależności tylko między elemen- 
tami ок 1 акі 


Stosując ten związek do wyznacznika symetrycznego 
(iyo din 
бс |. 


ау туу nm 


z powodu, Że а= ik, Zł, oraz ($91) Ak; = Aik, 
ik 
mamy 
aS 
m = =Á; E -- А „ką 
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czyli, ze w wyznaczniku symetrycznym, dla wszystkich warto- 
ści k różnych od i, jest (*) 


t: = ҘА; А, 
i,k 
zaś dla k= ť 
S 
NIE |=” A; i 
$ 98. - 


Wyprowadzony w $58-ym rozkład wyznacznika X--a, 4...0n,n 
według elementów :-ego wiersza i k-ej kolumny 


= 04, Un, n == aj kA 2923 7 P 
t "m 
(gdzie —1,2,..., iti... E21, 2, E— 1,8] ,...,m) 


wielce sie upraszeza w zastosowaniu do wyznacznika syme- 
trycznego, w razie gdy k= i. Wtedy bowiem w rozkładzie 


- 
E + а; 4...lnn = Gi iAi DYM. (4) 
jl 


wyznacznik A;,, jako powstający z wyznacznika symetrycz- 
nego (ak, i == i,k) 


(1) JACOBI, De binis quibuslibet functionibus homogeneis... CRELLE, 
Journal, t. XII, str. 20). 
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na skutek opuszczenia ¿ego wiersza i i-ej kolumny, to jest 
wyznacznik 

ад pee i—i > iti » Qim 
, 


(lise Cj—iti—is i—i itis es lin 
А: = 


Оца уә Qi—i itis hiris Qizin 


Чуп ye, а;--4,п , Qi, im ye... апт 


jest także wyznacznikiem symetrycznym (*) stopnia (n—1)-ego. 
Ilości więc dołączone do sprzężonych elementów wyznacz- 
піка Aii, np. do aji аз, są sobie równe ($ 91), czyli 


Ai nij = Aij ' (2) 


We wzorze (1) A odnosi sie do wszystkich n—1 wartości 
m 


1, 2,..., 1—1, 4-4... n 


tak dla liczby 7, jak idla liczby /. Pośród więc wszystkich 
(n — 1? składników ujętych przez tę summe, będzie n — 1 
składników, odpowiadających jednakowym wartościom liczb j 
i /, które wydzieliwszy i zesummowawszy, otrzymujemy 


— Ў аала) = — 2 ai jÀi ji, 
1 j 


(*) Jak i, wogóle, wszystkie główne minory ($ 50) wyznacznika sy- 
metrycznego. 
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(gdyż a; ; = aij. Z pozostałych składników, każde dwa odpo- 
wiadające sobie, po dodaniu, dadzą według (2) 

Qa JAG jid + Gi ja Air ij — 20i jUi "Ai jit 


Wzór więc (1) przyjmie taką postać (przy ак = aix): 


= 
S,—X E 4 4...аһ n = ai Ai 3i jAi 


— 2 Vai ja Miis (2) 
j! 


gdzie > przedstawia n—1 składników, odpowiadających wartoś- 


ciom 1,2,..., i—1, i--1,...,n liczby j, zaś Y odnosi się do(” 2 ') 
jl 

składników, powstajacych wskutek nadania liczbom j, | wartości, 

odpowiadających wszystkim kombinacyom tychże n — 1 wartości 

po dwie. : 


š 94. 


W tylko-co otrzymanym rozkładzie, wyznacznik A; уу, јако 
powstający (858) wskutek opuszczenia wiersza ze wskaźni- 
kiem 7 i kolumny ze wskaźnikiem 7 w wyznaczniku sy- 
metrycznym А jest także wyznacznikiem symetrycznym 
(n — 2)-ego stopnia (S 93). Żaden jednak z wyznaczników Аун, 
w powyższym wzorze zachodzących, nie jest symetrycznym. 


Dwa jakiekolwiek z pośród tych wyznaczników (n — 2)-ego 
stopnia, np. 
Aijib = Apia (1) 


powstały skutkiem opuszczenia różnoimiennych wiersza i ko- 
lumny w wyznaczniku symetrycznym А. Skutkiem tego 
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opuszczenia wyznaczniki (1) mają mniej niż wyznacznik А; ; 
o dwa elementy główne, mianowicie (odpowiednio) 


jj i ШЕЕ арр i Gy. 


oraz о (n—2)--(m— 3) —2n — 5 elementów niegłównych, 
tak, że dwa wyznaczniki (1) posiadają tez samą liczbę (jedna- 
kowo, ogólnie uważając, względem głównej przekątnej ułożo- 
nych) tak elementów nie mających sobie równych, jak i par 
elementów równych sobie. To jest przyczyną, że każde dwa 
wyznaczniki (1) z pośród ^ ех 3 takich wyznaczników, zacho- 
dzących we wzorze (2) $ 93-ego, maja jednakową liczbę różnych 
wyrazów, którą nazwiemy np. рз. Wtedy w owym wzorze 


summa 
— E da jti Àj iut 


_(n= ie — 2) skł 


jako składająca się z (= : |= adaików 


= Qai ја: iA i јл, 
każdego o %—з różnych wyrazach, zawiera różnych 


(n — 1)(n — 2) 
ws p 

wyrazów. Jeśli jeszcze liczbę różnych wyrazów wyznacznika 
symetrycznego m-ego stopnia oznaczymy przez Gm, to, na 
mocy powyższego, wypada według wzoru (2) ў 93-ego 


C,—0,.1 -F (n => доа 500 —9 


Pn -2 (2) 
Ten zwiazek jest ogólny — zastapmy wiec w nim n przez n—1: 


б-ке (n 26, , = 399, (8) 
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Odnajdzmyterazzwiazekzachodzaey miedzyliezbami Pn» Ps. 


Wyznacznik (п — 2)-ego stopnia [ze znakiem (— 1)5+'| 


* аа tes is beds S4 4—4, + ds 504 ју yy na 
FR г U dad nii, TN E е ОЦЕ 
VELIS a ree Ce MO ZW Гб ta. 6 * lizim 

. . 

Bgm b Kot kotek чаза Жыз. лара 
MIEJ + wta a Bog 0 АЧА 
PETES ari ea ЛЫ, Ж Se. s AU lj ciun 

\ MUS. gei 637 600470 у ah olo: Ear 9: элг 33 34008 


(posiadajacy pn—ə różnych wyrazów) rozlózmy według ele- 
mentów wiersza ze wskaźnikiem / ($ 25). Wtedy spółczynnik 
przy elemencie а; з, który moglibyśmy oznaczyć przez ^ij, 
jako powstały z А;у przez opuszczenie wiersza ze wskaźni- 
kiem / i kolumny ze wskaźnikiem j, a tem samem z danego 
wyznacznika symetrycznego S, =I + a,,4...0,,, przez opusz- 
czenie wierszy ze wskaźnikami 7, j, Z i kolumn ze wskaźni- 
kami î, 2, j (więc przez opuszczenie wierszy i kolumn jedno- 
imiennych) jest wyznacznikiem symetrycznym (n —3)-ego 
stopnia o ©з różnych wyrazach. Spółczynniki zaś przy pozo- 
stałych n—3 elementach tego wiersza są (dodatne lub odjemne) 
wyznaczniki (n—3)-ego stopnia (ogólnego typu А; л), nie- 
symetryczne, o jednakowej, jakeśmy wyżej widzieli (gdyż uwa- 


http://rcin.org.pl 


WYZNACZNIK SYMETRYCZNY, — ROZ. X — Š 94. 399 


Zane być mogą jako powstające z opuszczenia róznoimiennych 
wiersza i kolumny w wyznaczniku symetrycznym А), 
liczbie różnych wyrazów, mianowicie бъз. Z tego więc roz- 
kładu wypada szukany związek 


Ёһ—з = ©п—з + (n == 3)Pn- 3, 


co podstawiajae w powyżej wyprowadzony związek (2), mamy 
—1\(%«—9 
GuFEGa a (п — 1) с-з CZE Cua 


T (n = dics 2n — Qr 


n-3* 


Odejmując zaś od tej równości równość (3), po uprzedniem 
pomnożeniu jej przez п— 1, otrzymamy 


(n—1)(n — 2 


€, — (n — iç, = Su 


czyli (*) 
On = ŃGn-1— * z Js 


(!) CAYLEY dla otrzymania tego wzoru uogólnia (bez odpowiedniego, 
uzasadnienia) uwagi przez się zrobione nad wyznacznikami stopnia 4-ego, 
tworzy funkcyę rodzącą liczb różnych wyrazów wyznacznika symetrycz- 
nego (przy argumencie : stopień wyznacznika) oraz równanie różniczkowe 
tej funkcyi, całkuje to równanie i zmienia jego postać. Ten rachunek 
CAYLEY'go został ogłoszony w trzeciem wydaniu dzieła SALMON'a Lessons 
i. t. t. m. h. A., str. 39-42. Podany zaś tu sposób wyprowadzenia tego 
wzoru, oparty na metodach właściwych nauce o wyznacznikach, przedstawił 
mi (1878, maj) student drugiego kursu, Jan STODOŁKIEWICZ, którego 
praca o tym dowodzie będzie wkrótce ogłoszoną w piśmie: /zwiestja 
Cesarskiego Uniwersytetu Warszawskiego (1878 r. № 6.) 
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Ta formuła służy do kolejnego obliczania liczby różnych wyra- 
zów wyznacznika symetrycznego, przy pomocy takichże liczb, 
odnoszących się do wyznaczników symetrycznych niższych 
stopni. 


Ponieważ 


= 0 442,2 — 04,5; 


04,3, 02,39 03,3 


— 0 102,203,3 — (4 2704 4 — 4 ааа аз з?аз„з-} 204 204 302,3, 


zkad 
у gums ç, —3; 05—5, 
więc 


$ 95. 


(laa, AL ‚т 
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to wtedy (š 69) tak wyznacznik dołączony ($ 91) 
[А т 
|. e AL SG 
Ке «ИА 


jak і wszystkie jego wyznaczniki częściowe drugiego i wyższych 
stopni są zerami. W szczególności, np. 


| А, ls Aru | 
| |= А, (А; EAT А( мА — 0. (1) 
|Atw Auv | 


Utwórzmy wyznacznik symetryczny (n-}1)-ego stopnia, 
dodając do kwadratu elementów powyższego wyznacznika 5 
jeden wiersz i jedną kolumnę elementów, np. pierwsze, 


|790; Ys YS s * » Ju | 

| 

[7 ; 0445 цә... l,m | 
I, 


Уп э Aim, (am 5 * + , nl 


i zaslosujmy doń rokład (1) $ 93-ego (według elementów 
dodanego wiersza i dodanej kolumny). Będzie : 


Q = wS — Уу —2N WilkNiuks 
i i,k 


co, z powodu, że, według założenia, S— 0, daje nam rozkład 


ә W 
0=— XA u Ўра, (2) 
i ik 
gdzie wy wskaźnik 7 otrzymuje n wartości 1, 2,,...n, 
26 
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zaš w X wskaźniki i i k otrzymują wartości przedstawiające 
ik 


wszystkie (2) kombinacyj z п liczb 1, 2,...,» po dwie. 


Ze związku (1) wypada 
Aj Aka] Ain, 


skad 
Ai MALA 
(gdzie wartości УА; i VAxx należy wziąć z takiemi znakami, 


aby ich iloczyn był + А, nie zaś — Ai), co podstawiajae 
w nasz wzór (2), mamy 


0= (Tarte. svi. nis. 


ik 
Wyrazenie jednak po prawej, zgodnie ze znaczeniem 2 


i X możemy tak pisać : 


i,k 


= (пуа H yN Asa... pa Ann) 


Jeśli wszystkie ilości Ai, Ass ele. sa dodatne, to wyznacz- 
nik Q przedstawia kwadrat odjemny; jeśli zaś są one wszyst- 
kie odjemne, to Q przedstawia kwadrat dodatny, W każdym 
jednak razie : 


Jeśli dany wyznacznik symetryczny jest zerem, to wyznacznik 
symetryczny o jedność wyższego stopnia, utworzony s danego 
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przez dodanie wiersta i kolumny, jest względem ilości dodanych 
(dodatnym lub odjemnym) kwadratem zupełnym (^). 


$ 96. 
Gdy jakikolwiek wyznacznik 
0,45 + + > s.a, n 
DIE 
Anis + + ° „Anm 


mamy podnieść do potęgi parzystej, np. do potęgi 2m, to 
zważmy, że : 
p?» — (Бү: 


gdzie D”, jako iloczyn m wyznaczników n-ego stopnia, jest 
także wyznacznikiem n-ego stopnia ($ 48), np. 
bia, $. wę Din 
LES А 
bua; ge nn 
Jakimkolwiekby byl ten wyznacznik D", to, podnoszac go do 
kwadratu, otrzymamy 
Cia, ° зеи 
D2:— |. 
Cn; s.» n,n 
gdzie ($ 46) 
Ci = biabr a Diab -_...-Е Di nbn с 


(!) SALMON, l. c., W pierwszem wydaniu (1859) nr. 154, w trze- 
ciem str. 32. 
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Parzysta potęga jakiegokolwiek wyznaczniką jest wyznacznikiem 
symetrycznym, 


$ 97. 


Wyznacznik symetryczny n-ego stopnia może być uważany 
jako kwadrat pewnego wyznacznika n-ego stopnia. Gdyż, aby wy- 
znacznik 


asi бн) 
S=||- 
ж + > айа 
o ка różnych elementach był kwadratem wyznacznika 
ba, +. Din 
WR RE 
бла + + + Ум 


potrzeba aby n? elementów wyznacznika D zadosyć czy- 
piły NADA związkom 


| hehe... Tha =a, 
(Баа ка d e F abia = а, 


tak, że, przy danych ilościach a,,,...,01,:,..., 04, Oraz do- 


m 1), 


wolnie wziętych wartościach dla ——— zilości / 4;---,Dy ns +: 


by 5. dn pozostale AIT) z ostatnich ilości wyrazić mo- 


ету z tych związków, a wledy otrzymamy wyznacznik D, któ- 
rego kwadratem jest dany wyznacznik S. 
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Na mocy tego jakakolwiek potęga, np. m-a, wyznacz- 

nika S będzie jednocześnie przedstawiać D?", a tem samem 
będzie ($ 96) wyznacznikiem symetrycznym. 


Jakakolwiek potęga wyznacznika symetrycznego jest także 
wyznacznikiem symetrycznym (*). 


š 98. 
Jeśli w wyznaczniku 
š [81:45:20 ЕТ 
| | 
N=E a AR CA 
| 
|n; ° ° + 2н | 


nietylko оаа, lecz jeszcze dla wszystkich możliwych 
wartości liczby 7, jest 


Oi, = ај) ik = 01) +j 
np. 


le; "010% та] 
е, | 
а ТАГ VE АШ 

di. cen. ПШ TA 

RUN АА ТӨӨ; "ый: 


(!) Tego twierdzenia bezpośrednio (przez podnoszenie wyznacznika S 
do potęgi m-ej), lecz w sposób dość skomplikowany, dowiódł SEELIGER, 
Bemerkungen über symmetrische Determinanten und Anwendung dieser 
auf eine Aufgabe der analytischen Geometrie (SCHLOEWILCH, Zeitschrift, 
rocznik XX, str. 467). Prostszy dowód, który tu podałem, jest jednak 
zupelnie ścisły, 


http://rcin.org.pl 


406 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 
(gdzie więc np. 04,3=—0424,3—1 == 04—1,3«1 = 04—2,342 = А, lo 
taki wyznacznik symetryczny 

do , 04, Aa 3.. 5 n= Üün—i 


Q +» dg , A3 3.. + 5 An, (n 


dą , аз s GŁ p... + dp s ба 


5.2, dn, On , + Опа, Qen—3| 
An-1; An ; nı, - + + ,مار‎ dan إو‎ 


nazwiemy (') wyznacznikiem ściślej symetrycznym [persymme- 
trical (2), orthosymmetrische (*)]. 


Jeśli wypisany wyznacznik nazwiemy Psn—s, to, według tego 
znakowania, istnieje (*) związek ($ 61) 


APan—2 


x = UEM 


(!) Lub wyznacznik 
а ‚ а\ sd у.с. уйвп—3› رومت‎ On—1 


dn › do ‚ % + ° + + ,Un—4. On—3, һә 
G+ › dn ‚ 20 , ++ * sdn dn-4 On—3 
EL XXL ER ЖО. c» sJ sU £1.» 


Gon—3, @әһ—4 Wn—5 + + + sn » 0o , 0, 


który, po przekształceniu, sprawiajacem, że elementy niegłównej prze- 
kątnej staną się głównemi elementami (porów. $ 90), przyjmuje postać 
wyznacznika wyżej wypisanego. , 

(2) SYLVESTER. ч 

(3) HANKEL. 

(4) BRIOSCHI, La teorica...$ VIII. 


Q24—2, Gən—3, dan—4, ° ° + neas dn , do 
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Wypiszmy kolejno za sobą wszystkie Эп—1 różnych ele- 
mentów wyznacznika ściślej symetrycznego 
do % u, + + + > (in—2 5, dn 


G, , da, . . . x аа, а 


An—i; n, . . + sdzn—3, Üen—e 


Pod niemi, w drugim wierszu, wypiszmy pierwsze ich różnice, 
t. j. ilości które otrzymamy, gdy od kazdego elementu odej- 
miemy element poprzedzający; w następnym wierszu wypiszmy 
pierwsze różnice pierwszych różnie, czyli drugie różnice danych 
elementów, i t. d. Według przyjętego znakowania, przedstawi 
sie to tak : 
ао, (4, аз , аз, Q4 ;, ds > . . 
M, A... А; в, ۵1,3, А. 4, А š 
А , ۵32,1, Аз ә, ۵2,3, 
Az E Аза, Аз з, . . 


4; , А; 1, А Я » 


gdzie więc A,—a,—^«; A4,4-4d4—45 ААА; 
A, =d3 — аз; À, = A3 — 5, etc. 


Jeśli teraz w danym wyznaczniku P od elementów każdej 
kolumny odejmiemy odpowiednie elementy kolumny bezpo- 
średnio poprzedzającej, to dany wyznacznik nie ulegnie zmia- 
nie ($ 31), lecz, przy zastosowaniu powyższego oznaczenia, 
przyjmie postać 
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do , M з Wii.» sss | 
! 


| 
Qa , Ма s Аз... ASS 


P=G]| z Ma о Maso Мел 


An—1; Ans Ano  M,en—3 


Gdy następnie w tym wyznaczniku od elementów trzeciej 
i następnych kolumn odejmiemy odpowiednie elementy kolum- 
ny bezpośrednio poprzedzającej, to otrzymamy 


do , А + 4: + A; 55 Azn | 


4 , Aia > Аел ر‎ Aaa s- دمه‎ 


Ans An, An Дәп. , ۵22-4 


Znów od elementów czwartej i następnych kolumn odejmując 
odpowiednie elementy kolumny bezpośrednio poprzedzającej, 
i wciąż dalej powtarzając podobne działania, dopóki nakoniec 
z kolei nie odejmiemy już tylko elementów przedostatniej kolum- 
ny od odpowiednich elementów ostatniej, dojdziemy do postaci 


do U Ai . As , Аз өө An—4 


da А5 Ais M gei >, у. cM ha 


Uskuteczniając jeszcze na wierszach tego wyznacznika takie 
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$ 


same działania, jake$my wykonali na kolumnach danej postaci 
wyznacznika P, otrzymamy 
do ; M, А x. Ân 


A. y Ay ŚR л, АБ 


petty Ап +1 


An-i; Am Anety: Дд 


Porównywajac tę postać z początkowo dana postacią wyznacz- 
nika P, powiemy: 

Wyznacznik ściślej symetryczny nie ulega zmianie, jeśli w nim 
elementy zastąpione zostaną przez odpuwiednie początkowe wyrazy 
w szeregach kolejnych różnie jego elementów (*). Np. 

1-524; VIA 


P=|4,7, 12, 19, 30|; 
1 , 19, 19, 30, 45 
12, 19, 30, 45, 70 


(4% ЧО. 4893. 10; 
L X do LUE. 45, Nu 


5, =] 4435 
—12, 19; 
31; 


(1) HANKEL, Ueber eine besondere Klasse der symmetrischen Determi- 
nanten. Göttingen, 1861, str. 5. 
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š 99. 


Jeśli w wyznaczniku ściślej symetrycznym n-ego stopnia 
do sd, dą yo., а 


а, , 02, 93 ,..., An 


An—i: Oy, nay, Әп 
elementy sa funkcyą wskaźnika, określoną przez związek 


a — (b + p" 


(1=0, 1,..., 2n — 2), gdzie b jest jakąkolwiek liczbą stala, 
zaś m liczbą całkowitą, czyli, jeżeli elementy tworzą postęp 


arytmetyczny m-ego porządku, to 


As == 4:92... m; Ат +1 ZAW 4 20. 


Skutkiem tego, według przekształcenia $ 98-ego, w przy- 
padku m < п — 1, wyznacznik da się zastąpić przez inny, 
w którym tak elementy niegłównej przekatnej, jak i wszystkie 
elementy po jednej jej stronie sa zerami (a tem samem jedna lub 
kilka ostatnich kolumn wypełnione sa zerami). Dany więc 


wyznacznik P jest zerem. 
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Jeśli wyznacznik ściślej symetryczny jest utworzony przez 

xolejno po sobie następujące wyrazy postępu arytmetycznego, któ- 

rego porządek jest niższy niż o jedność zmniejszony stopień 
wyznacznika, to dany wyznacznik jest zerem (!). 


Np. 19) 
9, 16, 25, 36, 49 


46, 25, 36, 49, 64 

P— |95, 36, 49, 64, 81 
36, 49, 64, 81, 100 

49, 64, 81, 100, 121 

4 —(89-L-i n=5; m =? < #; 


9, 16, 95, 36, 49, 64, 81, 100, 494; 


Rr $049» x» 
ATE NSE wO h б 6 
0, 
9, 7,9,0, 0 


(1) BALTZER, l. c., w 4-tem wydaniu str. 25. 
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ЕА 195 
8, 97, 64, 195, 216 
P=| 27, 04, 125, 216, 343 
64, 125, 216, 343, 512 
125, 216, 343, 512, 729 
aj — (1-- if; n=5; m=3<4; As = 1.2.3 —0; A4=As=... =0; 
P—0. 


Jeśli zaś m — n — 1, to w przekształconym wyznaczniku 
wszystkie elementy niegłównej przekąinej będa Am = 1.2...m, 
wszystkie elementy po jednej jej stronie Am+1, Am.» elc. 
równe zeru, — wyznacznik redukuje się do iloczynu elemen- 
tów niegłównej przekątnej (ў 33, § 12, 10°), czyli 

nin —1) 


P=(—1) ° (1.2...m)". 


Jeśli wyznacznik ściślej symetryczny n-ego stopnia jest utwo- 
rzony przez kolejno po sobie następujace wyrazy postępu arytme- 
tycznego (ú — 1)-ego porządku, to wyznacznik jest (*) dodatna 
lub odjemną n-à potęga fakultetu 1.2.3...(n — 1). 

Np. (n=4; b=3; m=3) 

27, 64, 125, 216 27, 31, 24, 6 
64, 125, 216, 343 31, 24, 6,0 


= + (1.2.3) 
195, 216, 343, 518 21-202 10,70 


1 


216, 343, 512, 729 6. 0, 0. 0 


a — 


(1) BALTZER, ibidem. 
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(tz es, m 22) 


4, 4, 9 LIN 

51403740] = 197 2200 

9, 16, 25 2, «0; (0 
ZADANIE. — Objaśnić dla czego, przy 


ose (Pt En) ыны аны 
1.2 , 


A4 ptt ye n n 
jest 

do > Qi, dą pess Qn—i 

а › Qs, аз y, An M 

p =(—1) 
ап—1, dny @ц+1;..,, базң—э 
$ 100. 
Gdy dane są jakiekolwiek n ilości 
Qiy 02, &35 5 ап; (1) 


to wyznacznik n-ego stopnia, przez ich kolejne potęgi ulwo- 
rzony 


Qi › %2 3 %3 pec Xu 
=D 
2 2 2 2 
LI ; ®з +, ©з pee, An 
n—1 


n жү zę 


a m, 


03 . 3 an 


możemy pisać 


5 4- aata.. aa: 


jeśli się umówimy, aby przy tworzeniu wyrazów z wyrazu głów- 
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nego -Haasa an" uważać wykladniki ezy-to za pierwsze 
czy-też za drugie wskaźniki (š 8). 

Wyznacznik D, = 0 w razie, gdy którekolwiek dwie z ilo- 
ści (1) są sobie równe. Funkcya zatem tych ilości, przedsta- 
wiona przez wyznacznik D,, jest podzielna (š 20) przez 


e 


każdą z ——— różnie 
03 — OE aed GL. "> 9a, 7 77 04 , 
Оз — Ga, Qi — 03,*, an X2 5 
РД 
488007 a 


Gdy utworzymy iloczyn tych różnie 

(вз =): (an — ua — dn) (ën — баа) = fin, 
to ten iloczyn, równie р i wyznacznik Юл, jest względem 
ilości (1) stopnia —— m = 0 -+1 2 +... (п — 1). Sto- 
sunek więc funkcyi ky do iloczynu II, może być tylko ilością 
od ilości (1) niezależną, czyli czynnikiem stałym. Aby ten czyn- 


nik oznaczyć, zwazmy, że główny wyraz wyznacznika D, jest 


e A 2 = 
n = Haas a3...2n" 


+ aa'aa". an 
który w iloczynie IL; zachodzi ze znakiem --; czynnik więc ów 


jest jednością. Jest więc 


D, = П, 
czyli (!) 
1 4 IAS = (аз — «i)(a3 — a) (an — о). 
о , «43 $t An „(аз — a2)... (an — оз). 
em aa” -Á t а - (an E292 -—1). 


(5 przy n=3: VANDERMONDE, l. €., str. 269; ogólnie : CAUCHY, Mé- 
moire Sur les Fonctions..., str. 48. 
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Jeśli ilości (1) są pierwiastkami równania n-ego stopnia 


f(x) = ал" ant + ... "aa EEL йа 0; 
gdzie wiec 
fx) = ao(s — a) (£ — a3) (z s 13). ..(T — а), 


to П, jest iloczynem różnie pierwiastków tego równania, który 
także przez wyznacznik D, może być przedstawiony. 


Ten wyznacznik D, podnieśmy do kwadratu. Gdy nazwiemy (*) 
DŻ = Аһ п» 
to otrzymamy (š 46) 
l +I +... > ma Lm Tec; 
, а" азн 4... Боа! 
a +a 4... Баһ, a? ta? t.. an", 
5 од" a^ +..." 
Аһ» = оц? аз? 4... Уон? , ai? aa" H.. Han, , 
ө) Тш ti оз" * 1 +.. Бол" i 


a," tg! ma A an", a4" Haa'-|-.. Чап", 


ç a 71 — اوی‎ 24... аці"? 


albo, wprowadzając często w Algebrze używane oznaczenie 
summy jednakowych potęg pierwiastków danego równania, 
mianowicie 


ai- а «+. A Far = Sis 


(!) To oznaczenie niema zwiazku ze znaczeniem podobnych symbolów 
w $ 98-ym. 
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wyznacznik ściślej symetryczny 


So > $1, 82 y, Sn—i 
Si و‎ $з› $3 ge, Sn 


ёл = | iS 465 S042 | 


Sn Sny $n (d, S2n—2 

Ten wyznacznik, z powodu, ze Dy = П“, przedstawia jedno- 

cześnie iloczyn kwadratów różnic pierwiastków danego równa- 
nia. Jest więc wogóle 


Ann = п?, (2) 

czyli (!) 
$0 و‎ Sty 82 pee Фар |== (ei — za) (z =e...) — an). 
ШТ TS AA (аз — 21)... (аз — a)”. 
Sny Sny Snęty::*y S2n--2 «(2n а an)?. 


Otrzymany tu wyznacznik ściślej symetryczny An, n może 
być inaczej jeszcze wyrażony. Ponieważ 
f(x) = a(z — “i)(@ — оз)...(® — zn), 

to wartości pierwszej pochodnej funkcyi /(z), po zastąpieniu 
w niej zmiennej przez pierwiastki równania /(z) = 0, sa 

Г (а) = a(z о) (о — ›)...(ш — an) 

f (аз) = 00)42 — my)(22 — ea)... (za — оп), 

“ . , 


f (am) = aoln == ICT — 42). (a — ani). 


(1) CAvcir, Mémoire sur les sommes alternées, connues sur le nom de 
résultantes. (Exercices d'an. et de ph. math., t. 1, str. 169.) 
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Mnozae te równości przez siebie, otrzymamy 
n(n — 1) 
fM (a. n) Z) * arm, 


wiee (!) 
піл —1) 


Па? = А.п = (— I ) ? ay" f (z )f (ze).. .f (an). 


Z tego wyrażenia widzimy, że jeżeli którykolwiek z pierwiast- 
ków (1) równania /(z) =0, np. zi, jest także pierwiastkiem 
równania /(x)=0, czyli jeśli z, jest podwójnym (wogóle: 
wielokrotnym) pierwiastkiem równania Дш) = O, to Ann = 0: 
Wyznacznik więc Ann przedstawia ($ 81) wyróżnik równa- 
nia (2) /(z) =0, czyli funkeyi f(x) (3). 


$ 104. 

Gdybyśmy mieli wyznacznik ściślej symetryczny n-ego 
stopnia, utworzony przez kolejno po sobie następujące ilości s;, 
lecz, gdyby pierwszą nie była ilość so, ale np. sk, to wy- 
znacznik taki 

E > het» SRE 5 « o š Sk eni 


Sked s Śkędy Ska 3 5 + + ан 


| 


$к+п—1› Sk+my #К+п+› + * + sSk+tn=2 


(!) CAUCHY, Mémoire sur la Détermination des Racines réelles dans 
les Equations algébriqnes (Journal de l'éc. polyt., XVII cahier, str. 486). 
(2) Któremu-to równaniu, kladac == i mnożąc przez z", można 
nadać postać równania jednorodnego. 
(3) Porównaj przytaczany wyżej SĄGAJŁY przekład dzieła SALMON'a 
sir, 117. 
27 
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a" +-...+ an” usb au tn—! 4. z FR 1 
a, t1 ed anti АТС алы +. gni FR 


aš tni +... و‎ a k+2n— +...+ адк 2п--2 


może być uważany jako iloczyn dwu wyznaczników: jednego 
MODE 14454054 


y n‏ 2 و 


=Ih, 
oj a" si „GE 
drugiego zaś 
| , «з өө an” 
ока! \ atf 50409 ARETA 


uk, а®+"—14,,,.‚ akt"! 


NITY vd 


5 w و‎ ®@ ёз An 


ZACH = aj" ask. , ol IT, ; 
a7, a71, an 
zatem 
Sk › Sk+is $®+з ye Sk+n—1 
Sk ea › Sk+2y Sk+3 5 Sken 


ефта з Skins Skenatis Sk +2n—2 


k 


- ә ` k « 
== ayas... an T nas... an Ann (3) 
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Gdybyśmy zaś z ilości s; utworzyli wyznacznik ściślej sy- 
metryczny stopnia wyższego niż a, np. 
So 5, 81, 82. y у Smi 


8, › 82, 83 FILII] 3m 


Ат = 


Sm=1, Sm; Smti. S2m—2 
1 +...+ 1 эбе int ed qu! 
24 e an 94.29 04 +...+ ат" 
ац"! +...+ atu, оц2'"—2 +...+- au m 
(т;> п), to rozkładając taki wyznacznik na składniki ($ 28) 
przekonalibysmy sie. ze kazdy ze skladników bylby zerem 
($$ 29, 20). Zatem przy m >n, jest 
Ba = 0. 
W razie zaś m < n, jest (1) (š 46) 
So 5, $45 83. pess $л—1 
8&4 , $3, 83. e, SM 


An, m= 


. ` 


$т—1,› Sm, $т+1›+++*› S2m—2 


1 2 TEOR. 3 
dy, , 24 DD 
== 
m—1 т—1 т—1 
dą =", о 954: Ch 
3 9 / 2 
An. = € HC — ж)?...(а„ — a...) — aj) b (4) 


(!) CAYLEY, Note sur les fonctions de M. Sturm (LIOUVILLE, Journal. 
t. XI, str. 297). 
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gdzie znak z odnosi się do wszystkich Ë kombinacyj z n 
liczb 1, 2,..., п po m, które zamiast układu wskaźni- 
ków m, 0,...,x, b podstawić należy. 


W przypadku, gdy nie wszystkie pierwiastki 
449 X25 Xn (1) 


równania /(z)=0 są od siebie różne, tak, ze z pośród nich jest 
tylko np. / różnych, których wartości nazwiemy np. 


Éis KAT Êl, (о) 


to wyznacznik An,m, przy m > 1, jest równy zeru, gdyż wszyst- 
kie wyznaczniki-składniki, na które An, się rozłoży, mieć 
będą dwie lub więcej kolumn elementów odpowiednio propor- 
cyonalnych (S 30). W razie zaś m = /, wyznacznik 


4—1, Sl, Sl+1,, 521—2 


może być wyrażony za pomocą różnych pierwiastków (5). 
Jeśli, wogóle, w szeregu (1), pierwiastków, posiadających war- 
tość, oznaczoną w szeregu (5) przez gy, jest yj, czyli, jeśli 
w szeregu (1) jest y, pierwiastków mających wartość £i, уз 
mających wartość fa, i t. d. (у, + y: +... yi = n), to 


si = оц! БЕ аз! +...+ ant 
zy + nh dud vb 


http://rcin.org.pl 


WYZNACZNIK SYMETRYCZNY. — ROZ. X — Š 101. 491 
wyznacznik 


Ân = 


u +e tetr res phet Arbi- H.R: | 
тб Heh deed oes nab ә FR? 
vnb? +w +. r Bit! depot! Tee ront l 


npl" 4... Hy! 22, 18:222402... -ү21—2 


JA > 73 s... yl 1 , 1 yt 1 
"fà B: > mo^ 8ı я ЕВ 9* ө й 
An, = "ig? yi? $e „ugi . g? ` ej Yrs В ; 
тиара „owu | 19/7, Ba BU! 


AE NERONI LE. 
fi vÉ vB 


Ant — pee yit ; 


fa, Biye (=! 
NE "ha Wa — 83). = fa... (f — В)". 
«(6a — Q3)... (a — BI”. 
(81. — BI)”. 


Więc gdy równanie n-ego stopnia /(2) = 0 ma różnych / 
pierwiastków, to wyznacznik A5, przedstawia iloczyn kwadra- 


http://rcin.org.pl 


422 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 
tów różnie samych tylko różnych pierwiastków (!). Np. jeśli 
równanie szóstego stopnia posiada trzy różne pierwiastki 


Ва Ba, 83 


(1= 3), z których np. pierwszy trzykrotny, drugi zaś dwu- 
krotny, to 
Sos 84, 32 


A6, = $4, 8ә, 83 
S2, 83, $4 
3+ 24 1, 38: +28 +8, 3814-2228: | ° 
= |32 HP H8 , PPHAH, 38124-28823 
384-280-807, 3812--28.°--23°, 38,*2-25:* 5s 
۵6,3 = 3.2.1. (51 — 6) (6, — Bs) (Bs — 8). 


Wszystkie zaś tu wyznaczniki Ав, Ав ete. sa równe zeru. Do 
tegoż przykładu stosując związek (3), znajdziemy np. 


$5, 86, Š; 3 › 9 , 1 B°, Ba”, Ёз? 
56, $75, 88| = Б , 26; П 53 . Bi, Ba”, Bs” 


57, 88, $9 389, 29:7, Вз? 6ı", Ba”, рз’ 
=3.2.1.8,Be*53' (5, — В.) — 3)? ; 


podobne zaś wyznaczniki 4-ego i wyższych stopni będą tu 
zerami. 


(! BELLAVITIS, l. c., 8 46. * 
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$ 102. 
Jeśli zamiast n ilości (1) $ 100-ego weźmiemy n--1 ilości 
Qis Q2,..*,Xn5 Ty 


to, podobnie jak w š 100, znajdziemy, że wyznacznik 


о. , a2 , esan 7و‎ 
cd - x 

Pn аз" s sq" qm 1 

c" зо", an „Z 


przedstawia iloczyn MY różnie 


(a: — ai) (аз — a)... (an — a) (z sa a) š 


.(аз — оз)... (an — оз) (z —a). 


.(an—an—;)( c — &n—1)- 


(Z S an) 
Ilości 
о, Q39. 


moga byé pierwiastkami równania n-ego stopnia. Niechaj to 
równanie, w którem możemy nadto przyjąć, że spółczynnik przy 
najwyższej potędze niewiadomej jest jedność, będzie 


f(x) 2" -- pur"! p pia? ped Paat Pn — 0. 
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Wtedy w wypisanym powyżej iloczynie ostatnie czynniki 
wierszy 


(z — оу)(® — аз)...(2 апа) (£ — an) =/(2), 


pozostałe zaś czynniki tworzą iloczyn róznie pierwiastków 
równania /(z)=0. Jest więc 


Лека, ^ 
| 
ga one зад", gn—! 


а › %2 ЕТМЕ Q 


; » ©% > ` + + sq 


= a” pan! + .. Pn pu) š 


qat, as, e 2 зап! 
Po prawej stronie tej równości spółczynnikiem przy z: 
jest pn-iM ро lewej zaś, t. j. w wyznaczniku który 
pisać możemy Z-=aq0za'..12nqaq"—t1", spółczynnikiem przy z 
jest ilość dołączona do elementu, będącego w (n--1)-ej ko- 
lumnie i w wierszu (¿ -]- 1)-ym (S 25), t. j. iloczyn 


(n--1)4 (i-+1) n-+i n-+i)—2i n—i 
А CA 1 meg 


przez wyznacznik (п + 1)— 1 =n-ego stopnia, powstały z wy- 
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znacznika Z=4,°za...a," t” przez opuszczenie (/--1)-ego 
wiersza i (n + 1)-ej kolumny, t. j. przez wyznacznik 


1—1 il 


ZE Wid AE ELA а-а". 


Porównywajac ze soba te dwa wyrażenia spółczynnika przy z‘, 
mamy 


Pn=iMn=(—1)7—Z-Ez4022'., „aż tatki «оң. 


1 


Кїадас w tej równości kolejno i- 1—1, 2,...,п — 1, n, nH, 
otrzymamy z niej (*) 


л ER n—2 n—1 "n — 
Dataran caeci = (— A)" palin; 


EK —2 nA n .. لاه‎ 
У ula «33... 21—521 —A*n =(— 1)” Pnn, 
Zk 210. n—9 n—1 n 1\"—? 
alaz a XT ABE „EB =(— ) а—4П, 
«tau. ЕЕ А 20 oko M LES 
—3 ni п _. 
Z quaa. mt да. п = р, 
n—3 n—2 n 
Z aaa ag ET Ady =—plln, 
—3 n—23 aru 
Z ala a"... np ax ж == Un, 


со daje nam moznošé wyrazenia spótezynników równania 
a" 4 ра" . . . + pa-az ра 0, 


jako ilorazów dwu wyznaczników n-ego stopnia, utworzonych 
przez pierwiastki tego równania. 


(1) MAINARDI (TORTOLINI, Annali, t. I, 1850, str. 76). 
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Jeśli otrzymany powyżej wyznacznik (n -]- 1)-ego stopnia 
ШИЛ ЕТДИ L CM 
WALEC W ТАЗ" MÓW. н 


DNE S ИЛ И DRAW 


l 1 


n— n—1 
D: > v2 , 


n n n т 
la ; 3 yo. * зп T 


pomnożymy przez (§§ 34, 48) 


to otrzymamy (mnożąc wiersze przez wiersze), według (2) 
$ 100-ego, 


$09,491 5 ERA | 

D Ao Ue С! Re SE 
f(Z)Ann= Pase. e IS WSSE ta . |9 

Вие о онна) „ш 


Sn , Snits * + + Sni z" 
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czyli (*) 


tro 
—1 


$0 , 9 و‎ s$n—1 1 
$8, > 82 و‎ . „Sn T 
$&—i ŚR эз». « s8gn=g, ا‎ 


Sn › Snits + + + >S20—1> т" 


So у $15 + + + nmi 


8, . « ° п 


я , $ 
= (2" ра" +-...-|-Pn) , 
Sn—1> Sns + + + ›$зп—9 
co także daje nam możność, w sposób podobny powyższemu, 
wyrażenia spółczynników р;,...,ра jako ilorazów dwu wy- 


znaczników utworzonych przez summy jednakowych potęg 
ierwiastków równania danego. 


$ 103. 


Ilość s; summy równych pierwiastków równania 


а" 4 ра" + paa? H.H Pnt |- pu = 0, 


są związane ze sobą znanemi związkami (?) 


(*) JOACHIMSTHAL, Bemerkungen über den Sturmschen Satz (CRELLE, 
Journal, t. XLVIII, str. 393). 


(2) NEWTON, Arithmetica universalis. 
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[So — n —0, 

8 P1 20, 

к |- pisi + Әрә — 0, 

ja Три +» + z =0, 


APA + . s. Ries (n— 1 PARTY 
81+ mH PaSn+m—i tH рат. раат + 27 -Dn— 18m +1-PnSm== 0 


(przy m= 0, 1, 2, it. d.). Те związki даја nam możność 
wyrażenia ilości s; (f), a temsamem i wyznacznika 


(!) Biorąc z tych związków (zaczynając od drugiego) i związków po 
sobie następujących, możemy je uważać jako ¿ liniowych równań albo 
ze zmiennemi s, $5,...,5;, alboteż ze zmiennemi py, p»,...,pi, i będziemy 
mogli z nich odpowiednio wyznaczyć (3 71) albo s; w funkcyi ilości 
Pu р›,-. рі, alboteż р; w funkcyi ilości s,, są,.,5;. Będzie więc (SALMON, 
1. c., w 3-em wyddniu str. 52) : 


1 Pu 1 , 0 
pi , 
s= á |: 5з= | 2рә, ps 1 |; 
Pa, p 
E Зрз, P2, Pı 


р, 1 , 0 , 0 
2р, po 1,0 

= р 
рз, ps р, 1 


Ар, рз, P> Pi 


Sis 1 , 8 
р 1 |S, 1 | | » 
CES gy "OB жс $3, $ 2 |} 

4.2 WE 1.2.3 

183) $$, Š 
$1, 1 570,0 
4 $2, Pis 2, 0 

pi WE { s etc 

2.3.6 | 29 8 8 


54, 53, 52, 51 
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Aun () w funkeyi spółczynników równania danego, bez 
uprzedniego jego rozwiązywania. Mając zaś takie wyrażenie 
wyznacznika Ann, możemy niekiedy nierozwiązując danego 
równania, obliczyć jego pierwiastki. Tak np. (*), gdy dane jest 
równanie 5-ego stopnia 


45 — Az* + 43 + 102° — 4z + 8 = 0, 


(p = — 4, pa— 1, etc.), którego pierwiastki, oznaczyć się 
mające, nazwijmy ou, 22, 23; 24, 23, — (0 ze związków 


0 = s — 5, 

0 = 5, — 4, 

О = 8 — 4.8 -- 2.1, 

0=$s—4.5-- 1.5, + 3.10, 

OS EE E 10.5, E 
02s; — t.s, +1.83 + 10.852 — 4.5, -H 830, 
0=s — 4s; 4 1.s,-- 105; — 48; -]- Bsy, 


znajdziemy kolejno 
n= 9, 81 = 4, 5 = 14, sy= 22, s= 50,5 = 04, еіс. 


Twórzmy kolejno 


$0, 81 


А5 = 


85 $$ 


(1) BALTZER, l, c., w 4-em wydaniu str. 83. 
(2) BELLA viTIS, 1. с., $ 50. 
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$0, Sy, S° | 5, 4, 14 


Asa = [S $$ [| 4, 14, 22] = 0; 


$3, $3, Š 14, 22, 50 


nasze więc równanie posiada ($ 101) tylko ¿= 2 różne pier- 
wiastki, których wartości nazwiemy 5, i 8s; wartości te po- 
wtórzone (ў 101) pierwsza 7, razy, druga zaś 7 razy, odtworzą 
pierwiastki 443 @зу U3y Qty 44» 


Nadto jest (š 101) 
۵5, = ин — Ва) = 54. 


ldzie więc o wyznaczenie pierwiastków różnych 54, f», Oraz 
ich wielokrotności, t. j. liczb у, i уз. 


Te dwie wartości 5, i $; mogą być uważane jako pierwiastki 
równania kwadratowego (о różnych pierwiastkach) 


zi +q +g: 0; 


Temu równaniu zadosyé czynią, według powyższego, pier- 
wiastki danego równania, — więc 


а + iat +- qa? = 0), 
. 3 
*;*-} q125! F 3050 =0. 


Dodając te pięć tożsamości do siebie, mamy związek 


ЕА + (151 4250 з= 0, 
czyli 
14-|- g,.4 + 93.5320, 
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któremu spółczynniki 4, i gə tożsamościowo czynić muszą 
zadość. Możemy więc np. przyjąć q1= —4, zaś q = — 2. 
Ilości więc 8, i 5a są pierwiastkami równania 


#—5—9—0. 


Gdy summy jednakowych potęg pierwiastków tego równania 
nazwiemy 


Bit 8, 
to, obliczając, podobnie јак powyżej, ilości s'i, тату 
0 so — 2, 
0=s; L1.(—1), 
0 = s, | —1.5', — 950, 
0 =s; — 1.5, — 25, 


و“ . . & 


skad 
OS, iS, #g=s5b; бо; өю. 
Ko 441. 12, 1 
A3,2 = = ^ = J; 
ГУ 8 L о 


Dobierajae wartości dla B, i 5, którychby różnica była 3, 
a takie, zeby zadosyé czynily równaniu 


#—5—29—0, 
znajdujemy 
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Те więc dwie wartości: 2 i —1 przedstawiają różne pier- 
wiastki danego równania. 
Aby wyznaczyć wielokrotności tych pierwiastków, zważmy, 
że z wyrażeń 
Mi= 71/281 — Br)? 54, 
Мая =: (f — £3? =9, 
wypada 
туз = Û. 
Jeden więc z tych pierwiastków jest trzykrotny, drugi zaś 
dwukrotny. 
š 104. 
Wyznacznik $ 102-ego 


SO ‚84 , $3 LANE TIE 


ЕЛ › $2 , $5 , $n , T 

==(ж"--рл"—1-... 
bian ŚR > $9445 5, + fang; 277 --pn)dn u 
SR , SAE Зика) + + + унду 2" 


przedstawia funkcyę n-ego stopnia zmiennej 2, w której-to 
funkcyi spółczynnikiem przy najwyższej potędze zmiennej, t. j. 
przy ©, jest wyznacznik ściślej symetryczny Axa, który jest 
wyróżnikiem ($ 100) funkcyi 
а" риа"... рача Pn = f(2). 
Nazwijmy /(ж)А н = Fn. Jeśli do tego тиш 


| C 
|50 >+ Si 482 +: 5$», 1 | 
! 
$ ; $3 ; 5з $c a dw ch 
Fn =. e e o E УА. ТАР و‎ da 


Er i Z Sy sos убы QNA 


Sn o; na $n2) + + + ;Sen—1, Z" 
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w którym elementy ostatniej kolumny tworzą postęp ilora- 
zowy, zastosujemy przekształcenie S 41-ego, zważając przylem, 
że ($ 25) 


I+ ul n-+2 n 


1) =) «cy, 
a następnie w przekształconym wyznaczniku elementy wszyst- 
kich wierszy pomnożymy I$ 35) przez — 1, to wyrazimy F, 


jako wyznacznik ściślej symetryczny; 


s1— Sol , ФӘ y o . уби Sna 


NR" Sal; пра + + + S24 — a M Seu 2€ 


3007—81 +, 527—5 و‎ 4 Shisa 


$1C—=82 КГ SJ s: + + sŠSA£f——Šn+1 


|Sn=tC—SpySn"—=Sa 04, + + oan c Son | 


Gdy zamiast n weźmiemy jakąkolwiek liczbę ¿< п, to mo- 
żemy podobnie oznaczyć (=n — 1, n—2,...,2, 1) 


ISi— 19 Si s. Siris + + + sS3i—2y ga 


e: T Cr qi 
ISi + Sitis Sir, o + + sS2i—a, T 


28 
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Ур, Sy دګ‎ s. ۰ + Si Оны 


334—1 ر‎ 8ыЫ6-—%% 4 2 . + С | 


s Lis рде < o s 92—82 П 
"4 э” S$ tra U 


P AP 21 


a le wyznaczniki, z których drugi ma postać wyznacznika 
ściślej symetrycznego, przedstawiają funkeye F; stopnia é-ego 
względem zmiennej z, w której spólezynnikiem przy najwyż- 


szej potędze zmiennej, t. j. przy а", jest (š 101) 


» So s $45, N , 8-1 
Sp y $3 “а M 
= An, 
. . . "m 
"i—i, Sy Sita وقد‎ 


Wprowadzając jeszcze Е, — 1, mamy lu n-1 lunkcyj 
Eis Mi=u liget ese Fi Piani Fay Ур А (b 


Jeśli je będziemy uważać w postaciach wyznaczników — scislej 
symetrycznych, to każda z funkcyi (1) powstaje z bezpośrednio 
poprzedzającej przez opuszczenie w wyznaczniku ściśle syme- 
trycznym, ja (poprzedzającą) przedstawiającym, ostatniego 
wiersza i ostatniej kolumny. Skutkiem tego, jeśli ze względu 
na jasność dalszych związków, w każdym wyznaczniku ściślej 
symetrycznym nazwiemy element j-ego wiersza i /-еј kolumny 
przez (jj, t. j. wprowadzimy oznaczenie 


394 =S] s Spp — $2 y ° * * ap < Sg 
ر یسا‎ ХӘ х «574 4 > ТҮ 

і == = 
[Sii днз wl "Sny! و‎ Хат 246—829 —1 
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^ 
йаа, 0452, "(н 
1, (oos, . „(ła m 
ИЖЕ UMER w "we sin „m 
to (§ 61) 
ЖЕЛ UE ЖЕ... йк. 
A A TUA сыш. d—p—— = —M—Ó |, 
дарыл ti Maj i Dai „аалда; і 


Według zaś związku, wyprowadzonego w Š 08-үш, jest 
ogólnie | 


N 
: uc! OM LL dE. 
m_p rl UPS Sak —. 
даб eau eiu da; RET NIE 
czyli, jak tu, 
F F z F OF; t M; I МУ *1 
“+ і E == Y ç z 
“fii Wi spi Miiri 


Lecz, z powodu symelryczności wyznacznika P у, ilości dołą- 
czone w nim do elementów a; ii, i a,;. ,, przedstawione przez 
pochodne wchodzące w ostatni wyraz tego związku ($ 61). 5а 
sobie równe (S 92). Na mocy tego otrzymany związek mo'emy 
tak przedslawić : 


ME JE 2 

. DLE ENT & ' 

P; (FF, —— ——). 
tii iisi 


Ztad wypada, że jeśli zmiennej 2 nadamy wartość sprawia- 


jaca, iż 


Fy==0; 
lo 


czyli, że iloczyn F,.,F,_, jest odjemny, a więc funkcye F;,; i 
1, sąsiednie funkcyi F,, przy tej wartości zmiennej, przy 
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której F,=0, same otrzymują wartości przeciwnego znaku. 
Ze zaś funkcya F; może przedstawiać którakolwiek z fankcyi 
szeregu (1), więc powiemy, że (') 

Wyrazy szeregu 

Tu Fu AFIN NO ‚Ез, Е,, 1 (1) 
posiadaja własność charakteryzującą funkcye (reszty) STURM’ a, l.]., 
jeśli dla pewnej wartości zmiennej która z tych funkcyj jest zerem, 
to funkcye sasiednie (poprzedzajaca i następująca) dla tejże war- 
tości zmiennej sa przeciwnego znaku. 

*pólezynnik przy najwyższej potędze zmiennej « w funk- 
суі F; jest, jak widzieliśmy, A,;, Zatem spólezynniki przy naj- 
wyższej potędze zmiennej w każdej zfunkcyj szeregu (1) tworzą 
szereg wyznaczników ściślej symetrycznych 

Аң и, Annir e « « Ano, Anil, | 


czyli (*) 


80 yu So $382 
80; si| 
\ 
“т, , . © y Ў L4 (2) 
Sis $2 
Sua esne Хи (s S24—46 


Zwazmy jeszcze, że w szeregu (1) pierwsza funkeya, t. j. 
FE, =f (&)Аа„н, 


jest iloczynem dwu czynników, z których drugi niezależny od 
zmiennej x, więc równanie 
Ё, =0, 


(!) JOACHIMSTHAL, |. C., str. 400. 

(2) Te wyznaczniki, według związku (4) $ 101-ego, przedstawiają 
funkcye symetryczne iloczynów (odpowiednio po n — 1 ,..., 2, 1, 0) 
kwadratów różnie pierwiastków równania f. = 0. 
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jest równoważne z równaniem 
f(a) = 0; 
zaś funkcye (1), jako posiadające na mocy powyżej dowiedzio- 
nego cechą charakterystyczną reszt Srenwa, od takich reszt, 
właściwych, według twierdzenia Srenwa, równaniu f (7) =0, 
różnić się moga tylko przez czynniki stałe. Z tego wypada, że 
(gdy te odróżniające czynniki są dodatne (!), to) : 
Równanie f (&;— 0 posiada wszystkie pierwiastki rzeczywiste 


w razie, gdy wszystkie wyrazy szeregu (23 ха dodatne (7. 


š 405. 


Szczególny przypadek wyznacznika ściślej symelrveznego 
$ 98, przypisek) 


(uui Ду + 00 б.» (az iy ӨЙ 


Пэн, daj (и 


m 


| (42-3, бэң—з. qty, бо > Co 


(U) SYLVESTER (Philus. Magazine, 1839, grudzień), badając funkcye 
symetryczne iloczynów kwadratów różnie pierwiastków równania /.1)=0, 
dowiódł, że te czynniki stale odróżniające funkcye (1) od właściwych ró- 
wnaniu f(x) =0 reszt STURWa sa kwadratami, a tem samem ilościami do- 
datnemi. Dowodu tego nie przytaczam tu, gdyż on jest dość dlugi i nie 
przedstawia zastosowania własności wyznaczników. Podaje go SALMON. |. €., 
w Aem wyd. str. 48. Czytelnika pragnącego się zapoznać z wlasnosciami 
funkcyj STukRwa, odsylam do klassycznego podręcznika : J. A. SERRET, 
Cours d'algébre supérieure, h wydanie, 1. I (1877), str. 276 i następne. 

12) SYLVESTER, ibidem. 
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|an—4, Gn—s;...; 2 "M ,و‎ (lo 


Ont, Miass s M s “о , (и 
nin —1) | (Ia з, (t4... Aa , tn ` fart 
REM 
=(=) peto 
M ` (lo vees бон, Hoa, Mn 


“o 0, n tonu fana; (29 - 2 


w którym, przy wszystkich możliwych wartościach liczby k, jest 


fly sk Qu=k 4, 
to jest wyznacznik 


fa » ^ ‚ (lass fllio, (tj 1 
(a= fo, Ооу р-у Г 


Ans One Corses Mts Ona 


SEN, 
E 4 . А 
| 
Qa „dz уйбу, M 
m , Ma $3, An—is (To 


posiadający w każdym rzędzie też same elementy, tak, ze z jed- 
nego rzędu otrzymujemy następny skutkiem kołowego przesta- 
wienia elementów (3 11), nazwiemy wyznacznikiem doskonale 
symetrycznym |doppeltorthosymmetrische (")]. 


W każdym wyrazie wyznacznika N, doskonale symetrycznego 
stopnia n-ego, summa wskaźników elementów jest liczbą przez n 
podzielna ©). W i-ym bowiem wierszu k-y element posiada 


(U GUENTHER, w 4-em wydania str. 83. 
(2) BALTZER, |. c., w 4-em wydaniu str. 101. Cała również dalsza 
treść tego $-u jest rozwinięciem ustępu tegoż dzieła BALTZER'a (str. 99-102). 
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wskaźnik albo — 74 k, albo n— i- k, stesownie do tego, 
czy i jest mniejsza czyteż większą liczbą niż A. Jeśli więc 
w pewien wyraz wyznacznika wszedł r-y element pierwszego 
wiersza, s-y drugiego, t-y trzeciego i t. d., lo summa wskaż- 
ników elementów tego wyrazu jest 


—1—2—353—..-Lr-as-EtT..-i, 


gdzie > oznacza liczbę elementów, w których wskaźnik wier- 
sza jest większą liczbą niż wskaźnik kolumny (i może mieć: war- 
tość od 0 don — 1). Lecz liczby v, s, £,.... wskaźniki kolumn, 
porządkiem tylko różnić się mogą od szeregu liczb 1, 2, 3,...; 
w powyższćj więc summie 


| -2--8— „.Pr-ks<+t-+-... =0, 


a summa wskaźników elementów wyrazu = 22, q. e. d, 
Jeśli z jest pierwiastkiem pierwotnym n-ego stopnia z je- 
dności, to potęgi 
Z, “Tear 7 
maja wartości różne od I i funkcya ealkowila ilości z może 
mieć n wyrazów (!) (gdyż 2" = |, 2"* о). Np. 


/ 


Хи) == m + Mz + avr + ... + анда. 1) 


Podstawiajae zamiast z wszystkie n pierwiastków z jedności, 
które nazwijmy 


> b — — —- — 
Еу Fa md © m s La [REP == а= 5 


otrzymamy » wartości sprzężonych (2) powyższej funkcyi 
2001), s Z), ela). Ф\7®а—1], ,)2ب‎ 


(1) Wan!xG, Miscelanea analytica (1762, str. Дд). 

(2) kreunen, De numeris compleris, qui radicibus unilalis el nu- 
meris integris realibus coslanl. (Wrocław, 1844, a także Liorvita E. 
Journal, V. NU, str. 187): « numeri conjuncti». 
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które możemy uważać jako pierwiastki pewnego równania n-ego 
stopnia, o spółczynnikach od z niezależnych, ale będących 
Inukeyami całkowitemi ilości £o, 41,..., ба. 


Aby wyrazić ę(2) za pomocą ilosci 09,04, ., и», pomnóżmy 
kolejno równanie 4(7) =0 przez 
n-—!- 
^ E 


LJ 
бу 2 ЕЕ 


pamiętając, ze 4" — 1, oraz pisząc pod sobą wyrazy zawie- 
rające jednakowe polęgi ilości z. Ta drogą dochodzimy do 
układu n związków 


[a9 — v(a]H- ma- dag? +. ZY JR 
(14 —1--|o—7/a]a4- а. + و‎ 320, 
An- D an iz [ase +-...-|- as4 =0, 


. ` . . . . H . . . . . . . . . . ` . . . 


a, + азу + аз? |... Hlo gla) =0, 


jednorodnych i liniowych względem n ilości 


Deom ouis Z: 
co prowadzi ($ 76) do zwiazku 
ао — а), а, A fla TEC AT] 
dn—t > 10—70), а suse a 
وتو‎ "> Qn—i , 409—97|2),. «> On—3 =; 
0, A Qi. 4 azy уә do — la) 


Jest-to szukane równanie n-ego stopnia względem (z), О 
pierwiastkach (m), 7(22),---, (an). W tem równaniu wyraz, 
niezależny od zmiennej (z), podzielony przez spólezynnik 
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przy najwyższej potędze zmiennej, to jest przy [#(2))", przed- - 
slawia, jak wiadomo, iloczyn pierwiastków tego równania, 
pomnożony przez (— 1)". Uważając zaś w wypisanym wyznacz- 
niku każdą jego kolumnę, jako utworzona przez dwu-składni- 
kowe elementy (więc, wogóle, k-a kolumnę jako utworzoną 
przez elementy 


ак—\ + 0,ак—з +-0,... ET + 0,do — (adi --0,...,05 | 0), 


i rozkladajae ten wyznacznik na składniki S$ 28), spostrzeżemy, 
że w tem równaniu wyraz, od 4(4) niezależny, jest 


1 
Co y 015 Од 


| du 1, @о,..., Uu—2 


1 s 02, .., O0 


wyraz zaś zawierający najwyższą potęgę zmiennej 4/2) jest 
—— 1 2 0 4.9 0 


0 ‚= 7(ш),..› 0 
= (~> Vleloji". 


Zatem 
N ; 

(= | CÓRE (— D"v(zi).. gni), 
zkąd widzimy, że iloczyn n sprzężonych wartości ilości (2), 
czyli tak zwana norma (') n-wartościowej ilości glu) wyraża sie 


(!) КиммЕн (ibidem): « norma numeri complexi ». 
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rzez wyznacznik doskonale symetryczny . mianowicie |!) 


| do ‚ 0۰ 04—1 


045—344. (0... 04 —2 | 


ае , (°. „9 


Związek (2) prowadzi w niektórych przypadkach do cieka- 
wych wyrażeń. Tak np., jeśli w 1) 


0 ZHU + GZ 
to, z powodu, że, przy ¿<n, 


ntate 1 0, 
jest 
9)) = — 1, 


. . . . . , 


(ап 1) 200 — 1, 


olan) = во + 1 -- 1 -- Mr: + | = m ++ п — 8 


skutkiem czego, według (2), 
o pda RAA | 


EPP ZZ 3 


1,1; g... 1 | 2 (a п — la — 1)*—. 


A 1 s | ‚++ (lo 


(O Srorriswoopr, L e., str. 07; 
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Jesli w (1) ilosci 


По, Ay, O32, 4. On i 


tworza postęp ilorazowy, np. 


to wyrażenie (1) ilości 2(2) przedstawia summe n wyrazów 
postepu ilorazowego i 


نے 
. — —)@ 4 
ú |— rz‏ 


Wtedy, z powodu związków 
“+... . +a = 0, 
4473 + 7473 -- SE + 11-170 ==0, 


OCCIE ss + atrae t = 0, 


KIZI es.. ан -izn = (— 1)”.(— l), 


(gdyż zi, 23....,7, SQ pierwiastkami równania 2” — 1 = 0), jest 


(I<rz)(l —tz)...(l cu) = 1 — 0", 


skutkiem czego zwiazek (2) daje 


952 puo A u T ED W e ааыр 


Jesli w (1) 
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to, z tegoż co w poprzedzającym przypadku, powodu, jest 
(maz) qm). (00 Faiz) = ^" —(— а)", 


skutkiem czego, według (2) 
[ао, .04; 0,7. . 0:07] 


оа 


DX aus eL d 


š 106. 
Wyznacznik wogóle symetryczny ($ 90) 


UAE арэ, 0,3. . . | VC 


04,3, 02,2, бәл, «lan 
S= lais, 04, 03,3. » dan + 
OW EE 


Mins dan; Jans + + + Ann 


jest szczególnym przypadkiem wyznacznika (/—wYC— 1), 


ШИ , (t, opib , 0,,5- 3, * 3s „ли 
(4,2 ~ ih, a, 05 > , az siba, 3s * x * "п-и 
аай д, аз, з 103 3 ; зд PARA San LU 


ШЕ ih, п» CENE lsn“: Ua n; oos Ann 
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w którym elementy główne są rzeczywiste, elementy zaś sprzę- 
żone są ilościami zespolonemi |') sprzezonemi. W przypadku 
bowiem 


Uia SS ца US 


przechodzi ten wyznacznik na wyznacznik S. Z lego powodu 
ten wyznacznik, ogólniejszy od symetrycznego, możnaby 
nazwać wyznacznikiem hypersymelrycznym (albo : ogólniej sy- 
metrycznym). 

Zastępując w tym wyznaczniku i przez — /, spostrzec- 
zemy, że wiersze stają się kolumnami i odwrotnie ($18) 
więc wyznacznik od i=V— 1 nie zależy (°), czyli : 


Wyznacznik hypersymtryczny та uarłość rzeczywista. 


() Uważam «ilość zespolona» za daleko szczęśliwsze tlomaczeuie 
nazwy «numerus complexus», niż używane dotąd «liczba złożona », 
jako wybitniej charakteryzujące pojęcie takiej ilości, a także dla tego, że 
liczba « złożona » ma inne znaczenie jeszcze, mianowicie jako przeciw- 
stawienie liczby « pierwszej ». Nazwę «zespolona», w tem znaczeniu 
uzyla, napotkałem niedawno w rękopiśmie pracy o nierozwigzalnosci 
algebraicznej równań stopnia wyższego nad czwarty, zakommunikowanej 
mi do przejrzenia. Nazwisko jej autora pozostało mi niewiadomem. 

(2) HEnMITE (Comptes rendus de Гас. d. se., t. XLI, str. 181). 
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WYZNACZNIK SKOŚNY. PFAFFIAN. 


š 107. 


Jeśli w wyznaczniku 
(0,45 бүз, 04,3, + + in 


"зд, Әәә. Gazy ° ۰° ‚йә p 


Чад, UEF Has + + ГИТ 
między elementami sprzężonemi istnieje związek 
Uk i = — 6i 


(przy wszystkich różnych od siebie wartościach liczb i i 4), 
to taki wyznacznik 


LINT ШЕР 01,3, ° + уп 


=li; э», (2,2, 02,5, + + + ‚йэн 
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nazwiemy wyznacznikiem skośnym (1) [gauche (2), skew, gobbo, 
scliefe, symmetrale (3). Zgodnie z określeniem wyznacznika 
skośnego, elementy główne są (wogóle) jakiekolwiek. 

Wyznacznik B w podstawieniu prostokatnem ($$ 87, NN) jest 
wyznacznikiem skośnym. 
$ 108. 
Jeśli w wyznaczniku m-ego stopnia 


ШГП $0,245. з уб шд 


йты, “тз, 8 + + Um, mì 
co do niegłównych elementów robimy założenie 


а mU WEZ" vim GE = 


> VF UA 


(i=l, 2,...,m), główne zaś elementy nazwiemy 
tli i — (i, 
lo mieć będziemy (szczególny) wyznacznik skośny 


EN ; (04,2 re... "УЙ ДЫ] > Mim 


(24 * dą 2 y» + * a yła m1 , dam 


аз ‚ 03,2 5 е, ж.е. QU i , аз m 


Amt m=i, + “< + m-i, mtis Un 


Um, 9 m2 3 + + + Am, m-i ر‎ Әтли 


(t) TRZASKA, |. c. str. 1055. 

©) CAYLEY, Sur quelques proprielesdes determinants gauches, (CRELLE, 
Journal, V. XXXII, str. 119). 

W) NATANI, Mathemathtisches Wörterbuch отапа i Natani , t. VI, 
Berlin, 1867, str. 618. 
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On ccc z кыз B= 30m 


Stosując doń wzór, wyprowadzony w š 67-ym, шашу 


p ° YD, E ID AD Mn 0D ( 1) 
ш. EET LAB m LN 
Min anc uu 7. 21 датып mı m~ mlm CUm, m=i 
jakoleż 
D MD, z* NIM dD, Du M 123) 


Dn każ. › (2, lh... 
— — = = D -2; 
Jam Adm -imi 2, 
0 , 0 , 0, CY мє, sfm- 
nazywając jeszcze wyznacznik (m — 2)-ego stopnia 
/ ТА 0, e. é AU 
| 

Mp 1 79... 350 

m Ec. Nan 


da 1,1 Jam ‚т 


0, ü , 0, «19A sfm- 


mieć będziemy po prawej stronie związków (1) i (2), z powodu, 
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że w każdym i-ym wierszu tylko elementy @i,i—ı, Gi, йы + SĄ 
różne od zera, takie wyrażenia dla pochodnych (33 25, 51): 

Dym 


==" SEEN, 
дат m 2 041,1 
2D, 
ت‎ — D jm 2 
Jm m1 io stad 
ADm š dD, 
=>] ommi F+. 
дат-1,т TE 9m—1,m—1 Gm,m. n ;> 
ШМ : р š 
— = LE iz RK DRA 
дат,тп—1 Paz Jam—1,m-100m,m x 
nadto ($$ 25, 33) 
1, VER | РСА 0, 0 
| 
M m EN 0, = , 13» APE 0, 0 ==(— 1) 
дт | š 
3 
© ГӨ O, ,0, —1 
T E ье 39 
9» 140; z. 40500. 2:0 
Dn 
о. l 0, = 
x (5. t; 0 0 5 


0-07 0, per 2, ,اس‎ Jm—is 1 
Związki więc (1) i (2) możemy tak przedstawić : 
DmDm- = dmDm=1Dm=2 + Da 


m—1 


DaNg = Nmn Dmi — (-— 1554015 
99 
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czyli 
Dn=qnDn-! + Юл—. (1) 


m-4-1 


NmDm— — DnNn—1= (= 1) ° (2) 


Z wyrażenia (1) widzimy, że wyznacznik skośny m-ego sto- 
pnia D,, jest mianownikiem (m -- 2)-ego (!) reduktu ułamka 
ciągłego, którego ilorazy niezupełne [quotiens incomplets (*)] sa 


0, Q1, 2, qas 


mianowicie ulamka 


Lp in dH i Geb i Qali (qa t 


q+- 


+ 
("іі 
(m « +. 


Z wyrażenia zaś (2) widzimy, ze Na, wyznacznik skośny 
(m — 1)-ego stopnia, będący pierwsza pochodną mianownika 
względem drugiego niezupelnego ilorazu (pierwszego elementu 
głównego), 


jest licznikiem (m--2)-ego reduktu tegoż ułamka ciągłego. 


(1) Według rachowania, jakie przyjmuje J. A. SERRET, l. C., t. I, 
str. 11. 
(3) LEGENDRE, Théorie des Nombres. 
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Zatem (m -+ 2)-i redukt wypisanego ułamka ciągłego, który-to 


redukt nazwiemy qe. jest (*) 


mci 


Dn 
Pa E L Nm = logn,, 
Q mel Jm Da M ' Н 


11) SPOTTISWOODE, |. c., str. 374. Podobne zaś badanie nad wyznaczni- 
kiem nieskośnym (lecz symetryczaym) 


ów Ж» 0.224: 90 


0,0, 0 „...; f[m—1; 1 
0,0,04,.51 ., Gm 
prowadzi do wyrażenia (m-- 2)-ego reduktu ułamku ciągłego 
0-11:(q, — 1:(9, — 1:(q3 —...— 1:(qm— — 1:(qm — A: (qm +4 о. 
w postaci także 2 
Pos ix ` logD;, 
О +1 = Mi 
(SPOTTISWOODE, ibidem). 


THIELE, Bemarkning om Kjaedebroker (Тусвѕех, Tidsskrift for Mathe- 
matik, t. V, s. 144), przy pomocy wyznacznika 


q, —1; US. Su. 3 U | 


pb (d$ Аз, AM 5, 0 | 


0, 0, Ure qm —1 


w; or. 0 ,..., ра 5» дт 
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Np., redukty ulamka ciaglego 


ET офи :(2+1:(8-+1:(0-1:(5-Ł... 
34-1 
14-1 
o4. 
są : 
B ER PE 
00 8 17 
Pa 9D, 1 
— == =: D. = 4: 9 =; 
02 д 2 
Рз Ds 1ا‎ = R $ ! mę > 
Qs YA = Н 3 т 
2 1, 0 
3, 1 4 
t> d= =, 3,i|=gi 
u o HA ‹ 
0, —1 
otrzymuje 
NUM . 
EAE . n OloRDm 
Qm +1 3 D, =» Mi ` 


jako wyrażenie (m--%)-ego reduktu ułamka ciągłego ogólniejszego 
0 + pelqy + pelt ... + Pm:(qm + <... 


Badaniom zastosowań własności wyznaczników do wyrażeń, dajacych się 
rozwinąć na ułamki ciągłe, poświęca GUENTHER w swoim podręczniku Lehr- 
buch der Determinanten-Theorie... cały rozdział V (Kettenbruchdetermi- 
nanten), w 2-em wydaniu, str. 122 — 143. 
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2 4, 0,0 
3, 1,0 
P. D m Mo E. 
s = ME D, =|—1, $ he I =; 
ds Mn | О 1, че 
Өх. р | 

0, 0, =; 5, 

ele, 
š 409. 


Jeśli w wyznaczniku 


U44 y (lin 


nasse, n,n 


zwiazek (š 107) 
Qk i = — (i,k 


ma się odnosić do wszystkich wartości 7 i ^, więc i do 4-7, to 
Qj i = — dii, 


co wymaga, aby 
li i = 0, 


to laki wyznacznik skośny 


= (014,2, 0 > 02,3,..., dan 


т ET, ==. ET 0 nm аз п == Gz 


— li m — зп — зп...) 0 


nazwiemy wyznacznikiem skośnym i symetrycznym [gauche et 
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symétrique (!), emisimmetrico (°), symmetrale D. mit leerer 
Diagonale (?)]. 


Na takie wyznaczniki może być rozłożony jakikolwiek wy- 
znacznik skośny. 


Według $ 59 jest wogóle 


М 
EEs.. ann EN+- Уа, + YaimaNi at. HU atta assis 
i i,k 


gdzie nie ma składnika, któryby zawierał tylko n — 1 elemen- 
tów głównej przekątnej. 


Jeśli ten rozkład według elementów głównej przekątnej 
zastosujemy do wyznacznika skośnego 


ааа, (62, бл 


— li n,n (nn | 


to dlań N jest wyznacznikiem, wyżej oznaczonym przez Gn, 
(i) 

więc N= Gn. Jeśli zaś przez Gn—ı oznaczymy wyznacznik 

skośny i symetryczny (п — 1)-ego stopnia, powstały z Gn przez 

TE š эе (i,k) 

opuszczenie ¿ego wiersza oraz i-ej kolumny, przez Gn--2 

wyznacznik skośny i symetryczny (n — 2)-ego stopnia po- 


(!) CAYLEY, Sur les déterminants gauches (CRELLE, t. XXXVIII, 
str. 93). 

(3) BELLAVITIS, 1. c. § 51. 

(3) NATANI, ibidem. 
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wstały z Ga przez opuszczenie wierszy i kolumn ze wskaźni- 
rę à (д (i,k) 
kami żik,..., totu Ni "Gp, Nik — Gas... Zatem 


А ES (i) A (E) е! (1,...,9) 
D, =Gx+ Уа TC DN an F... ŻY il toa 
i ik PERC 
ч (i,r) 
E NOOS: + (14 4012 3. lnn. (1) 


Beer 


Wyznacznik skośny może być rozłożony na wyznaczniki skośne 
t symetryczne. Np. 


| a b; se 0 b, c 
1—0, d,e|=|—, 0, + 
|= 6. 6d у qg 
Dire 0. e 
+ а t e| Ac «Ls : T adf. 


Dlatego już dalej zajmować się będziemy własnościami tylko 
wyznaczników skośnych i symetrycznych. Na mocy tych wła- 
sności spostrzeżemy, że w rozkładzie (1) pewne wyrazy znikają 
(§ 110), w pozostałych zaś zachodzą czynniki będące zupelnemi 
kwadratami ($ 112). 


š 110. 


Jakikolwiek wyznacznik skośny i symetryczny n-ego stopnia 


0 01,2,” LER] 
— 043, Ü urea Р" 
= Ga 
| 
|= qm, — "245 ü 
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ро pomnożeniu każdego z jego п wierszy przez — 1, prze- 
chodzi ($ 35) na 

0 U — (42,95 — Ga | 

04,25 0 y tt — ln 


У = (Gs. 


(4 ny LENT 0 


Wyznacznik ten jest równy poprzedniemu, gdyż wiersze jednego 
sa kolumnami drugiego, i odwrotnie (š 18); zatem 


Gn =(— 1)"G,. 
W przypadku n nieparzystego np. n —2m -- 1, jest 


Gam +1 = — Gm1, 


co wymaga, aby 
Gam +1 =0. 


Wyznacznik skośny i symetryczny nieparzystego stopnia jest 
zerem (!). 

Skutkiem tego w rozkładzie (1) $ 109 wyznacznika skośnego 
D, wszystkie wyznaczniki G,, przy nieparzystem s, są równe 
zeru, lak, że, jeśli n=2m, to 


(i, 


ng. (i,....p) 
Ds 2, 1044-я Е уа. as + Mai. os уб, +... 
dif U 


`Y (ik) 
33: + uti itia im - Gam; 
ik 


(1) JACOBI, Ueber die Pfaffsche Metode... (CRELLE, Journal, t. Il, 
str. 354). 


http://rcin.org.pl 


WYZNACZNIK SKOŚNY. — ROZ. XI — Š 111. 451 


jeśli zaś n==2m--l, to 


(i, ..,v) 
Dan +1 = dı 402,2...02m + 1,2m „Ў; Er mm 
LP d 
(ü... p) GU, yl) (9 
AX араб +. алый ы li Gam. 
1, КА! i 


$ 141. 
W $ 92-im wyprowadziliśmy, na przypadek, gdy w wyznacz- 
niku 
ауду...) а, п | 


BST wiar ao 


nts: «y. бал 
istnieje zależność między elementami ар: і а, związek 
aD ) day i 
—|)= Ai, F Api کک‎ 
E W + К! йа к 
Ten związek w zastosowaniu do wyznacznika skośnego i syme- 
trycznego Gn, w którym 
Ak, i = к, 
przechodzi na 
2G, 


= Aik — Аку. 
M ik k, (1) 


Lecz w wyznaczniku G, ilości A;, i Aj; są (S3 25, 35, 18) 
0 mm Uk 4s OK easy, Qin 

Ор: 3/6 NWN ж Бу m (wą (iA 

m bL. UIE ia cos Du oes DET 


— lin ie —Qk— n, Siktim» 0 i 
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0 9...7 444—1, Aliste бүл 
* нА: > акп 
Aki = (— 1) +5 
—44k eis , Орал 
| 
| 
l 
| 
КН An hy р ЖОШ! ы! nq i ү + E 
Ax = (— 1)”—{А д. (2) 


Jeśli więc wyznacznik б, jest parzystego stopnia, n = 2m, 
to n—1=2m-—1, i 
Aki = — А, 
skutkiem czego, na mocy związku (1), jest (*) 


Gam 
да! 


= А; Aij = А. 


Co sie zaś tyczy ilości dołączonej do elementu głównego wy- 
znacznika Gam, to (110) 


i) 


2 ( 
Aijes Gm = l 0: 


FAT да; i 


Z tego jeszcze widzimy, że wyznacznik dołączony ($65) do 
wyznacznika 


0 . йә ,“و‎ а, 2m | 
— 042 ; 0 ,..., Qaem 
Gom = 
[Р 
| 
| = Gim — da,amy***; 0 


(!) BALTZER, l. c., str. 97. 
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jest ($ 66) 


| — Аат — Аз, зт... 0 | 


W przypadku zaś, gdy wyznacznik G, jest nieparzystego 
stopnia, » —2m El, to п —1—2m, według więc (2) jest 


Ar; = A) 


zatem na mocy wzoru (1) jest 


= 0 
дак ç 
zaś 
NEED (ù 
Ajri == — = (sn 
даң 


A wyznacznik, dołączony do wyznacznika (š 110) 


| Ü , йэ ‚**› pons | 
— r gs , 0 УТЕ | : 
~ 
Сења = | жей, 
| . . 
| — Qq,2m+1; — samet, Ü | 
jest 
Ata t А, 9*۶9 À Lam ed | 
| 
| 
эт А, ғ ‚ Аза w, Азат | 
бм. | = о, (4) 


| . . ` . ` LI ` ` ` ` LI 


ETT Аз am + 19۰9 Azm+1,2m +1 
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W wyznaczniku skośnym i symetrycznym, dla wszystkich war- 
tości i i k, różnych od siebie, jest, zależnie od stopnia wyznacznika, 


Go — 9A; 1; 2Gsm +1 — 0: 
— = 2А; —— == U; 
m "o Mj 
zaś przy k=ż 
N m — () AGams1__ 4 
QUEE Na; aU 
а “а k 


Z wyrażeń nadto (3) i (4) wypada : 


Wyznacznik dołączony do wyznacznika skośnego i symetryez- 
nego, parzystego stopnia, jest także wyznacznikiem skośnym i syme- 
trycznym; wyznacznik zaś dołączony do wyznacznika skośnego 
i symetrycznego, nieparzystego stopnia, jest wyznacznikiem syme- 
trycznym i równy jest zeru. 


š 112. 


Gdy mamy wyznacznik skośny i symetryczny parzyslego 
stopnia 
ort; 0з, 043 y Oram | 


|— a , 0 , 42,3 > ++: 02,2m 
бәһ = |» 


|—@зт› — 22m, — 03,2m,..., Ü 


to jakikolwiek jego pierwszy główny minor, jako wyznacznik 
skośny i symetryczny nieparzystego stopnia, jest zerem ($ 110), 
naprzykład 
0 , 032,3 ye, O2,2m 
(0 
Am STALI . . AA. „|= Gom —41— 0. 


— üa,2m, — (3,2m5***1 0 
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Nazwijmy w wyznaczniku А, ilość dołączoną do ele- 
mentu aj; przez (*) ој. Wtedy wyznacznik, dołączony do 
wyznacznika A,,, jest (š 111) 


|Z22 › %2,3 у...) %2,2m 


43,31 x 43,3 эу. 3 23, 


| 
^ 


423,3ms 43,3M9:*:5 2m,2m | 


i tak on ($ 111) jak i wszystkie jego wyznaczniki częściowe dru- 
giego i wyższych stopni sa zerami (S 69). W szczególności 

kz zju | 1 
== uj ja — aj l” = 0, 


Dm CM 


zkad wypada związek 


uj ==Vaj Маа. (1) 


w którym pierwiastki kwadratowe z ilości «j,j і «,, powinny 
być wzięte z takiemi znakami, aby ich iloczyn był -} ау, nie 
zaś — RO 


Stosując do wyznacznika Gəm wyprowadzony w S 58-ym 
rozkład wyznacznika według elementów np. pierwszego jego 
wiersza i pierwszej kolumny, t. j. rozkład 


` 
D-24514 — 2, GALA л, 
1 


(1) «jı, według znakowania $ 58-ego, jest ilością Лу. Zaś «j;j, 
| uj) 
według oznaczenia wprowadzonego w š 109-ym, jest G.m—>. 
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mieé bedziemy, z powodu, ze tu 
245 20, AMS) аја — Qi, А улл = 03, 


nastepujace wyrazenie danego wyznaeznika : 


Gs Y, Oy, dY LZ д, 
jd 
gdzie, przy każdej wartości у =2, 3,...,2m, również / otrzy- 
muje każdą wartość 2, 3,...,2m. Wprowadzając wyrażenie (1) 
mamy 
Gay, = Ў j NaN CAD 
jt 
czyli 


Gom = Na уз) а, nm 
j! 
Poniewaz przy kazdej wartosci 2, 3,...,2m liczby j, należy 
liczbie / nadawać każdą z wartości 2, 3,...,2m, więc czyn- 
nik a №27) nie zależy od czynnika а, үл i wzajemnie i dla 
tego możemy pisać 


: ; e E 
Gam = Na у) (t4 Not) 
„ań 


j n 


а gdy wszystko jest jedno jaką gloska oznaczymy ilości, olrzy- 
mujące też заше wartości, to jeszcze 


Gom =( Zavas): (2) 


Z tego związku widzimy, że jeśli wszystkie ilości у sa zu- 
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pełnemi kwadratami, to i wyznacznik Ga, przedstawia zupełny 
kwadrat. Lecz (š 109) 
(1,3) 
ujj=Usam—23 

zalem wyznacznik skośny i symetryczny stopnia parzystego 
jest zupełnym kwadralem, jeśli jego częściowe (stopnia niż- 
szego o dwie jedności) wyznaczniki, powstałe wskutek opuszcze- 
nia jednoimiennych dwu wierszy i dwu kolumn, będace więc 
także wyznacznikami skośnemi i symelrycznemi, są zupełnemi 
kwadratami. Stosując to dalej, widzimy, że wszystkie Gay: 
będą zupelnemi kwadratami, jeśli takiemiż będą wszyst- 
kie бъл, ato znów w ten sam sposób zależy od wszyst- 
kich Gem—o, Gay —5,....6;, бә. Ostatecznie więc, ару wyznacz- 
pik Gz, był zupełnym kwadratem, potrzeba, aby wszystkie G; 
były zupełnemi kwadratami. Lecz skośne i symetryczne wy- 
znaczniki częściowe drugiego stopnia danego wyznacznika Gam 
są typu 


= йы (3) 


| 0 , ак à 
EG 0 


за więc kwadratami elementów danego wyznacznika. Za- 
tem Gem jest zupełnym kwadratem wyrażenia, które według 
związków kolejno otrzymywanych ze wzoru (2) i według (3), 
jest całkowitą funkcyą elementów wyznacznika G. 


Wyznacznik skośny i symetryczny parzystego stopnia jest 
kwadratem całkowitej funkcyi jego elementów (*). Np. 


035 аз, “1,3, O44 
| 0 А G; aÓ (02,4 
—üia Û s "553; A| 
G;=|| l; Arar Z|—025, 0 ,0354|—0; 
|—а@(з› — 3; 0 › 05,4 
| | — 034, —43,4,0 
(trs irn ——йгду Ө 


(t) CAYLEY, I. c. str. 95. 
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G; =(a Nase E а; 3V23,a + 0, Nas a)”; 


| 0 ; 03,4| ә F. 0 ; 22,4| 
7 = 03,4; зз) |=, 
—0з,ь 0 AR 0 | 
0 , аз 2 
44,4 = 24. 
1—23, 0 | 


należy lu wziąć үл, Vzs3 i л z takiemi znakami, aby 
było jednocześnie ($$ 25, 37) 


c те : 143 02,3, 03,4 
аза Маз p" ага (— 1) t° =— (2,3, 
—024; 0 
0 (13.5 
— 2 3 > LIT = 
Vaz,3 Ма s, =(— ут ==-—@0›3@ 4; 
—0234, —05,4 


najdogodniej więc przyjąć 
V aa + 03 4; \ззз==— аз; Va =+ 025. 
Jest więc (porównaj 8 12, 11°) 
б, == (01,9034 — за: Lay даз з). 

Na mocy tej własności wyznacznika skośnego isymetrycznego, 
stopnia parzystego, w różnych od zera składnikach wyrażenia 
dla D, w$ 109 ym, czyli w składnikach wyrażeń dla Dz, i 
Dzm +4 W 8 110-ym wszystkie ilości G sa zupełnemi kwadra- 
tami pewnych całkowitych funkcyj elementów wyznacznika 


danego. Gdyby nadto w danym wyznaczniku skośnym wszystkie 
elementy główne były sobie równe 


p | 
Toa 04292224 ET 


01,1, Many 52 
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to, według owych wzorów $ 110-ego, będzie tu 
Dam , = gm HL айп—!у б ,-]-д#н—3Зу(3,41_.,,-1—л3у6,л—з-}-2®бәм; 
Dy, = 4#"-|- а#т—у 5,-{-у"—+®(5,-1-,..--х?®б»һ—+-Ебә. 
Ostatnia formuła wskazuje, że wyznacznik skośny stopnia parzys- 
tego z równemi sobie elementami głównemi jest summa kwadratów 


wyrażeń całkowitych względem jego elementów i przedstawia więc 
zawsze tlość dodatna. 


Np. 1°) 
| > a b| 
| —a, t, © = ج‎ e) bt -|- e: 
l 
,طا‎ —с, «| 
2) 


"mat (t Het Poe p) fe ed 


|—5, —d, c, f 
а = | 
š 143. 
Ze związku (2) š 112-ego wypada 
VG = Sa бгл; (1) 


gdzie j otrzymuje 2m —1 wartości. Ztąd widzimy, ze VGzm 

przedstawia się jako summa 2m—1 składników, zktórych każdy 

zawiera VGs, 2. Stosując to dalej, spostrzegamy, że każda 

ilość VGsn-+ może być przedstawiona jako summa (2m—2)— 

| =2m — 3 wyrazów, z których każdy zawiera VG, i t.d., 

nakoniec VG, posiada 4— 1=3 wyrazy, a w każdym VG: 
30 
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przedstawiający, jakeśmy widzieli ($ 112), tylko jeden składnik : 
element wyznacznika. Funkeya więc VG», całkowita (3 112) 
względem elementów wyznacznika б, po uskutecznieniu 
kolejnych według wzoru (1) podstawień  VGzn—», VG2m—s, 
... (Gu, VGs=a;x, posiada 
(2m — 1)(2т —3)(2m — 5)...5.3. 1 

wyrazów. . 

Jeden z tych wyrazów funkcyi VG», jest 

а, ,afts atl; 6. «зщ „т 

gdyż jego kwadrat 
(а 203, ies -lam—1 am) =l; Al 203 s03 4: «Gag { mlm, 2m 


. 
— (— 1)"a, lą 143, MU uas e lon 1 30250 200—433 


(z powodu, że a,;—— ak jest wyrazem wyznacznika бзи, 
z każdego bowiem wiersza i z każdej kolumny systematu ele- 
mentów tego wyznacznika wzięty jest tylko jeden element ($ 8), 
a zmian, zachodzących tylko w drugich wskaźnikach, jest m. 
Tę z dwu wartości VGəm w której wyraz 
(04,905,405 в», dan Әт 


jest poprzedzony znakiem --, nazywają P/faffianem ('). Przy 
początkowych badaniach jej własności, oznaczano ja symbolem 


(4, 2, 3,...,n —1, я), 


(9) Badaniem własności tej funkcyi (niezależnie od jej związku z wy- 
znacznikiem Gəm) zajmował się JACOBI : Ueber die Pfaffsche Methode eine 
gewöhnliche Differenzialgleichuny zwischen 2n Variabeln durch cin 
System von n Gleichungen zu integriren (CRELLE, Journal, t. LI, str. 054 
i nast.); Teoria novi Multiplicatoris systemati aeqvationum differen- 
tialium vulgarium applicandi (CRELLE „Journal, t. ХХІХ, str. 237i nast.). 
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rozumiejąc przez n liczbę parzystą. Jeśli się umówimy, dla 
krótkości przedstawiać ją znakiem Ps, to 


Pam (1, 2, 3,...,2m — 1, т) = 44,305, . 0an—1,2m T... 


Pfafian rzędu 2m jest względem elementów funkcya calko- 
wita m-ego stopnia. 


Obliczony w š 112-ym wyznacznik skośny i symetryczny 
4-ego slopnia, daje nam bezpośrednio postać Pfaffiana czwar- 
tego rzędu 


P, =(1, 2, 3, 4 =a, lz, — 01,5032, HA 409,3. 


š 114. 


Pfaffian posiada wiele własności analogicznych względem 
własności wyznacznika. 


Jeśli w funkcyi Pəm wzajemnie między soba przestawimy 
dwa wskaźniki, np. č i A, a tak otrzymane wyrażenie na- 
zwiemy P'5,, to (P'am)? winno być tem, co otrzymamy, jeśli 
w wyznaczniku (G, przestawimy wzajemnie wskaźniki 7 i £. 
Lecz te wskaźniki î i k zachodzą w wyznaczniku i jako pierwsze 
i jako drugie wskaźniki. Przestawiając więc w Gom wzajemnie na- 
przód np. pierwsze wskaźniki i i £, otrzymamy (Š 19)— Gy,, 


Że owa utworzona i badana przez Jacopr'ego funkcya jest pierwiastkiem 
kwadratowym wyznacznika skośnego i symetrycznego spotrzegł CAYLEY 
(l. c., str. 105). ŚCHEIBNER Ueber Halbdeterminanten (Berichte der 
K. S. Gesell. d. Wiss. zu Leipzig, t, XI, str. 151) podaje inny na to 
dowód i nazywa tę funkcyę « półwyznacznikiem». Ciekawydowód, opiera- 
jacy się na bezposredniem badaniu wyrazów wyznacznika G», podaje 
Mertens, Ueber die Determinanten, deren correspondirende elemente dpa 
und ayp entgegengesetzt gleich sind (CRELLE, Journal, 1. LNXXH, 
str. 207 i nast.). 
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a następnie przestawiając wzajemnie wskaźniki drugie î i k, 
_ otrzymamy -|- бл. Będzie zatem 
(P'am)? = Gzy. 
A ponieważ i 
Pas? = Gsm: 
wiec 
(Вам) = Pn, 


zkad wypada albo 
P'am == Рэм, 


albo 


рь = — Pam. 


Po przestawieniu więc wskaźników albo wszystkie wyrazy nie 
zmieniają się, albo wszystkie wyrazy zmieniają znak. Niechaj 
np. алх przedstawia zebranie tych wszystkich wyrazów 
funkcyi Ps, w które wchodzi element aj, (w spółczynniku 
zatem а niema juz ani wskaźnika č ani wskaźnika ۸), to temu 
w funkcyi P'em odpowie wyrażenie aja. Ponieważ jednak ele- 
menty tych funkcyj sa elementami skośnego i symetrycznego 
wyznacznika, t. j. 
ак = —Oi,k, 


zalem digz і agiz są równe lecz przeciwnego znaku. Jest więc 
Р! =— Ру. 


Pfaffian wskutek wzajemnego przestawienia dwu wskaźników 
zmienia znak. Więc np. 


(1 , 2; 4, 3)== —(1, 2 ^ 3, 4, 
dı 205,35 — 01 442,3 + 21,5044 = — (а, зза 04,52, (Ta, КЕҢ 
(4, 2, 3, 4,...,2т — 1, 2m) =— (3, 2, 1, 4,...,2m — 1, Әт), 


(1,2, 3, 4,...,2m—1, 2m)=(—1)"—12, 3, 4,...,2m—1, Әт, 1), 


etc. 
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Jeśli w Pfaffianie pewien wskaźnik, np. k, zastapimy przez 
jakikolwiek inny z zachodzących w nim, np. przez wskaźnik 7, 
zatrzymując jednocześnie wskaźnik ¿ wszędzie tam, gdzie był 
poprzednio, to wtedy Pam = 0, gdyż wiedy funkcva Pam nie 
zmieni się wskutek przestawienia nowego wskaźnika i z utrzy- 
manym wskaźnikiem i, a według powyżej dowiedzionego 
winno być Pam = —- Pam 


Jeśli w Pfaffianie dwa wskaźniki sa jednakowe, to jest оп toż- 
samościowo równy zeru. Np. zastępując w Pfaffianie (1, 2, 3, 4) 
wskaźnik 2 przez wskaźnik 1, otrzymamy 


(1, 4; 3; 4) = Qi 403,4 — li li aH 0 44,5 =0), 
gdyż аа =0. 


Otrzymamy w $ 113 związek (2) 


VGzm= DY 1 iV 68; a, 


możemy inaczej tak przedstawić 


(1) 
Рә» =Ў оар -23 (1) 
i “ 


lub ogólniej 
(i,k) (i, k) 
Pam = Yai Pan > Р Уо Pan (2) 
i k 


czyli 


(i1) (4i- 1) (212-4) 
Pan =i Poeme. eF li, i—i Pam —2 Lai ь1Рет-2 -H 
(i, 2m) 


„eF âi 2mPom—2. 


Pfaffian można rozłożyć według elementów któregolwiek rzedu 
wyznacznika skośnego i symetrycznego (hedacego jego kwadratem), 
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a spółczynnikami tych elementów sa Pfaffiany bezpośrednia niż- 
szego stopnia, 


W tym rozkładzie spółczynnik przy elemencie a; jest Pfaj- 


fianem, którego kwadrat przedstawia wyznacznik skośny i syme- 
ТА?! 
tryczny, Gəm—2, bedacy (Әт — 2)-едо stopnia wyznacznikiem 
częściowym wyznacznika Gəm, dopełniajacym ( 51 jego wy- 
znacznik częściowy 
0 . Ок | 
— li k; ü | 
Z wyrażenia (2) wypada wyrażenie dla czastkowej pochodnej 
Pfaffiana wzgtedem elementu 
APam ба) 


Mk 2m—2* 


Związek (1), przy pomocy symbolu przytoczonego w Š poprze- 
dzającym, jeśli zwazymy, że, jak już wiemy 


(4, 2,...,/,—1, t,1--1,...,2m) 
-(—1)-*1, i, 2,...,1—1, 17 -1,...,2m), 
skutkiem т. [(—1 |) "=— 1) ] 


val; ^, PPR |) (2, 3,,..,1—1, -H,...,2m)= 


==(#-Ы, i-F2,...,2m, 2, 3,...,7--1), 


moze byé tak przedstawionym 
(1, 2,...,2m)= а, „(8, 4, ..,2m)-L-a, s(4,...,2m, 2)+-... 
or а. РРА 3. ..., 2m—4 ). 


'Ten-to właśnie związek służył poczatkowo jako określenie 
funkcyi (1, 2,...,2m). 
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WYZNACZNIK FUNKCYJNY. 


$ 145. 


Jeśli mamy n funkeyj yi, 42,..,/n, zależnych od n zmien- 
nych £;,..:,Tn, t. j. 


yi —JÀ3/^ 20 Tay... Cn) 
az f), En 0x5 


(1) 
кы Lazes n), 


to wyznacznik układu n zwiazków (š 71) 
dy, = drit $ des + ONE a 


a WE л 

lita dz E LUE 4 il» Tte OA. (2) 
2 Jy, 

ać "ds dd +... +s r dtn, 


ura 
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(liniowych względem różniczek zmiennych), t. j, wyznacznik 


MW Mi NZ 
dr," MU dg 
š Фуз дз WA 
aute a W JR н (з 
| e " rn 
| 
дуп уа МА 
pzu "дд <и) 
który można jeszcze tak pisać 
M AB AB 
Ar “927-594 
M Ma Ma | 
DE Mr, 17 Ay == Y УА M, (3) 
Mr, 3 ли, 


WM. M. M, 


NA 


nazywa się wyznacznikiem funkcyinym (*) ilości y... wzglę- 
dem zmiennych <£4,...,1,, albo Jakobianem (2) funkcyj yis... 


(1) HoENE-WROŃSKI w rozprawie Rófutalion de la Théorie des Fonctions 
analitiques de Langrange, przedstawionej akademii Paryzkiej w 1810 r., 
a wydrukowanej (Paryż) w 1812 r., na str. 15-ej, jakoteż w Philosophie de 
la Technie (Paryż, 1815, część 1) па str. 193-ej, używa, pod nazwą głoski 
hebrajskiej «szin», w swoich dowodzeniach wyrażeń wvznacznikowych, 
których elementy nie są ilościami stałemi, lecz są utworzone przez ilości 
zmienne, połączone ze sobą za pomocą pewnych związków; przyczem zau- 
ważyć należy, że wyrażenia te są dane w postaci ogólnej. 

(W 1841 roku) Jacont, De Determinantibus functionalibus (CRELLE, 
Journal, t. XXII) bada szczegółowo własności wyznacznika systematu 
pierwszych pochodnych funkcyj względem zmiennych. To było przyczyną, 
że takim wyznacznikom od jego nazwiska miano « Jakobianów » nadal 

(2) GAYIEY (CRELLE, Journal, t. LAT, str. 276). 
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względem zmiennych z,,...,z,. Oznaczać go będziemy albo 
gloska J, alboteż, skoro nam będzie szło o wyraźne oma- 
czenie zmiennych niezależnych, za pomocą symbolu (*) 


NY VEZ Yn) 
oa, ‚Жә,.., ,Tn) 


Np. Jakobian funkcyj 
Yi =a — Dat, 
Ya = AL — taqiy, 


уз = (yr? -|- Буз, 


jest 
"TEZA —btą? , —2h axi; 
д Yas M: : 
J — M (n Yz» у) =3 Mty? 2а»түл»„—уї, —sT з 
0Z. Хә, аз) Е x 
| Зазтг\?, 0 , b, | 


Jeśli podstawiając w związki (1) pewien systemat wartości 
zmiennych, np. 


MZOE ZEE 
' 1 2 


otrzymujemy wartości zero dla ilości 41, Y2,..,,7,, to układ (1) 
przechodzi na układ 


| fla, Tassin) ex 


| 


\ falt; ay, ac) =0, 


(*) DoNKIN, Philosophical Transactions, t. СХІЛУ, część I, str. 72. | 
Znakowanie takie objaśnia się wie:ka analogia między własnościami Jako- 
bianu i własnościami pochodnej, na która JACOB! (І. c.) ciągle zwraca 
uwagę. 
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i wtedy wyznacznik fuńkcyjny (27 


Mi Уй 
[бл ° "7 
l 

Ј 1j 
RA Mu 
M, Эт» 


otrzymuje odpowiednią wartość, jeśli i w nim przyjmiemy 
także i, = masy lp оп. Np., dla układu równań 


( x —2y--3=0. 
) 


21° + y—4—0, 
którym zadosyć czynią systematy wartości 


AR Е ( 2=ү—-5, Тай — 5, 
у= 3 (y= 14, 


wyznacznik funkcyjny 


otrzymuje odpowiednie wartości 


12; | —12;  —13/—5; 15. 


š 116. 


Jeśli Jakobian funkeyj yi, ..,y, względem zmiennych <4,...,.0, 
nie jest tozsamosciowo równy zeru, to wedlug zwiazków (2) 
š 115-ego możemy różniczki dz wyrazić za pomocą różni- 


czek dy, gdyż wtedy (8 71) 


Јал =), kdy +J adyal- Ju lynn 
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gdzie Ji; oznacza (š 25) i ilość dołączona w wyżnaczniku J do 
ўе: 
elementu ди; : 
Mey 
Wyznacznik zaś J jest tożsamościowo równy zeru, jesli 
ilość yi,...,545 nie sa od siebie niezależne, lecz sa związane ze 
sobą (choćby jednym) związkiem, w który nie wchodzi żadna 
zmienna niezależna, np. związkiem 


gis Moo) =V. (1) 
Wiedy bowiem jest 
[ 39 ди, % дз | р Un. 
dya 02, уә Mur, ду„ дг, 
WW rmy, e Mo, 


p ду, у 99 dys M 
mo Rr 7 — :0ک‎ 
Ny, S uy Ty 1 


ponieważ jednak nie mogą być jednocześnie wszystkie 


д d 

С А А . ‚+ 
<>, Жу T równe zeru, gdyz oznaczaloby to, ze ilosci 
en “уп 
у1,-.:5уп nie są związane zależnością (1), co się sprzeciwia za- 
łożeniu, więc ($ 76) wyznacznik tego układu n równań (2), 
jednorodnych i liniowych względem n ilości 


jest lożsamościowo równy zeru, t. j. 


Joy A t дук —9 


Inaczej jeszcze możemy tego dowieść, w założeniu istnienia 
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związku (1), mnożąc elementy któregokolwiek np. 7-ego wiersza 


; 25 А à ; 
wyznacznika J przez =Œ, a następnie w wyznaczniku (š 29), 


ду; 
| Ww MA M 
A AK WAM NO 
e jw WM % Wi |, 
Mi ду дг, MEC Hn S MG Wi Zn 
NZ дуп дун 
NA dy YW rd NO 


dodając (831) do elementów 7-ego me odpowienie ele- 


menty pierwszego pomnożone przez Р, 38 pomnozone 


2 
przez = ,..., (1 — 1)-ego pomnożone przez A, (i--1)- 

“J2 
W 1 P M 

: ‚ Ostatniego pomnożone przez — 
M; W 
Ci vt y, 
N 


W tak przekształcońem wyrażeniu dla TM otrzymamy, па mocy 


pomnożone przez 


związków (2), w îym wierszu wyznacznika same zera. Jest 
więc tożsamościowo 


Że zaś to ma miejsce dla wszystkich wartości ¿ a nie wszysl- 
. дф 1 Е em 
kie — sa równe zeru, wiec tozsamosciowo 
eyi 


J= 0; 


Dowiedziemy, że odwrolnie, jeśli tożsamościowo J=0, lo 
ilości yn yas... ya SQ związane zależnościa, w którą nie 
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wchodzi żadna z ilości zy, z»,...,2,. W tym celu, z jednego 
ze związków układu 

E fitis Жау, nts) 
am Жу 55% э)» 
/ (3) 
: Ыз 33 
Yn = falti; EE Н 
którego-to układu Jakobian jest tożsamościowo zerem, 


DW Wa, Wa —0, 
Mr дл» NR 


np. z pierwszego, jedną z istotnie zachodzących zmiennych „© 
wyraźmy w funkcyi pozostałych ilości : à,—9(i, Ta, ®з,... sn); 
co podstawiając w drugie z równań (3), wyrazimy je w poslaci 
уз = ACZ Tiutage * 5-38 ӊ). 
Wyciągając znów z tego równania wyrażenie dla x w funkcyi 
pozostałych ilości: Za == (уц, уз, Жз... Би), d podstawiając je 
w trzecie z równań (3), mieć będziemy 
ya = фз(у‹, уз, Va, +++ pln): 
| t d. Otrzymamy w ten sposób nowy układ równań, równo- 
ważny układowi (3). A gdy, dla jednokształtności, i pierwsze 
z równan (3) napiszemy tak : y, фа, ty Ty, ۰. + ён), tO 
ów układ n związków będzie : 


у= (21, < 3*n); 

Ja = als, Ta. Cn); 

i3 =a Y1, уз, Lay ۰.۰ + yn); 
ае ( 


= vy +... Min Sirs» yn); 
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Mamy tu wogóle, 


dyi _ Wi MA 


m ЕТ" 


TEORYA WYZNACZNIKOW, 


WoW дл 
NA WA xk — 


Nj ду» 
0J2 oy; Ra 


Wi дуз 
Муз NA 


Wyznacznik zatem ad hoc (3 33) 


| д, W 
| Mn ? дл» б dTa ? 
| è 
| NU X 
0, m 
RDA NA 
NS 
О О SE 
| ^ ? WA 
| 22 0, Ü 


salę S. 


s 


RZ 


үз ду—1 


Mica 


My 


Ms 


T. 


M 


(5) 


może być według (5) przedstawiony w postaci iloczynu (powsta- 
jacego przez mnożenie wierszy przez wiersze) dwu wyznacz- 


ników ($ 44) 


WESA 0 
IGE 0 
M 

Cv | 
дуз? 

dn Ms 
ду» 3/3 
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LU 

RUD у» Ws АЛ l 

ABOCA OZ ТАТУ 

0/ ду» NZ NZ 

| dta д? à 2 Q 3 NA 

NA ATz” 02 1 ? дл» 

| . 

oy, ду» ду» у, | 

(ra^ Org? Quy г dEn i 


z których pierwszy redukuje się (3 33) do jedności, drugi zaś 
(818) jest wyznacznikiem J. Mamy zatem 


Ma dja Maa NLIS „Wwa. (6) 
д 1 дш» Me дг, dLa Mn 


=— (0 (według założenia, co wymaga, aby choć jeden z n czyn- 
ników iloczynu po lewej był równy zeru. Pierwsze z tych 
czynników są wogóle różne od zera, gdyż w naszem tu postę- 
powaniu przyjęliśmy najogólniejszy przypadek, ze funkeya j, 
zawiera zmienną z,, funkcya V» zmienną z;..., funkcya J, 
zmienną yi... Mogą więc być równemi zeru tylko ostatnie 
czynniki tego iloczynu, a w każdym razie jest 


ЖУ (7) 


Że zaś w funkcyę j, nie wchodzą ilości œ ze wskaźnikami 
mniejszemi od n, a według (7) funkcya j, jest także nie- 
zależną od zmiennej ww, więc w funkcyę j, żadna z ilości 
Zi, ases La nie wchodzi. Ostalni więc ze związków (4) jest 
już w każdym razie 

Yn = нз, Yas ois 


czyli, wogóle: (yi. Y2., Vn=1 Yn) = 0. Widzimy więc, że 
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założenie J=0 doprowadziło nas do wykazania istnienia związku 
między ilościami y4,..., yu, w który nie wchodzą zmienne nie- 
zależne. Łącząc to z poprzednio dowiedzionem, powiemy: 


Aby między n funkcyami n zmiennych istniał związek, od 
tychże zmiennych niezależny, jest warunkiem koniecznym i dosta- 
tecznym, aby Jakobian tych funkcyż względem zmiennych był toż- 
samościowo równy zeru (!). 


Np. 
(yy = 2 — 52: F t ۽‎ | 2, — 5, | | 
уз = — Bay +- 82, + 22; J= | bo dion edi M3 
\ VEI — V -|- 22. "3; 175: | ię 2, s ¿ 


obliczając wartość wyznacznika J, znajdziemy J— 0, — istnic- 
je więc związek między ilościami у, ys, уз,  niezaleznemi od 
du. Жз, Xa; jakoż jest tu 


3yi + уз = — уз. 
š 147. 


Gdyby, ogólniej, dane były n funkcyj уз, 42... n, zależnych 
od m zmiennych Zi, 25,..., Em, lo jest 


н == falti: Жэ... Tm) 


уз = [%(ж\, ®з,...› Cm)» 


Yn = fu(2i; 13,9 Tm), 


(1) JACOBI, І. c., str. 328. Podany tu pierwszy,dowód pierwszej części 
tego twierdzenia, prowadzony jest wedlug JacoBrego, drugi zaś jej dowód 
według BaLTzEWa 1. c., w 4-em wydaniu str. 128. Dowód drugiej części 
twierdzenia według redakcyi IIOUEL'a odpowiedniego ustępu dzieła : 
IuSCHENETSKY Sur lintégration des équations аиа dérivées partielles 
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to w przypadku n > m układ ten prowadziłby do n — m 
związków ‘między ilościami y4,...,yn, którebyśmy otrzymali 
z układu (1) po wyrugowaniu m zmiennych 24,..., £m. I dla 
tego Jakobian każdych m z ilości y4,..., уа względem zmien- 
nych 24,..., Zn, jest zerem (*). Możemy to łącznie tak przed- 
stawić ($ 16) 


ду. dy WZ 
ME e 0 LT 
дт, و2‎ Om 
5 
S. ya Ny 
Ee EP 2. 
дд, дг; з Jem = 0. 
dyn дуп Wu 
NER ? дл» SE 0 m 


Gdyby n— т, mielibyśmy przypadek, roztrząsany w dwu 
paragrafach poprzedzających. 


Nakoniec w przypadku n < m, wybierając z pośród m zmien- 
nych z,,..., Zm, którekolwiek n, np. 
Quy Qua! y 


otrzymać możemy Jakobian częściowy m funkcyj yu..., ys 
względem tych n zmiennych za,,.., 2v: 


کې وو 


dra” 23 дт, 

ду» дуз NE М 

Ae Qus D| =g i, їз, Wn Xo уз... уп). 
dE. ER NOE, DE Quee eai) 

W n Wn Wn 

dze той? AL, 


du premier ordre, traduit du russe par HoUEL (Paryż, 1869), str. 12. Co 
do uogólnienia tego twierdzenia zobacz niżej $ 118. 
(1) JACOBI, l. c., str 340. 


31 
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A biorąc w ten sposób każde n z pośród m ilości z,,..., Zm, 
i wyznaczając względem nich podobny częściowy Jakobian 
danych funkcyj, znajdziemy, że ($ 16) 


да, Jia ^ a 


ЕД 


дуз ду» дуз d | 
dzy na © JE = m VES Yn) 


= > 
= Ga, Z9, Lo) 


Wn, ду», дуп 
zy dta дт», 


gdzie znak У odnosi się do wszystkich (7) kombinacyj z m 


ilości 24,..., Zm po n(!). 


О warunkach istnienia w tym przypadku związku między iloś- 
ciami yp..., ул, niezależnego od zmiennych z,,..., Zm; 
mówić będziemy oddzielnie w następującym paragrafie. 


š 448. 


Dla funkcyj y4,.:.,Yyn, przedstawionych przez układ (1) 
$ 117-ego, możnaby, w przypadku п < т, dowieść twierdze- 
nia, odpowiadającego twierdzeniu $ 116-ego, mianowicie twier- 
dzenia: 

Aby między n funkeyami m =n --q zmiennych istniał zwią- 
zek, od tychże zmiennych niezależny, jest woruùkiem koniecznym 
i dostatecznym, aby wyznaczniki n funkcyj względem którychkol- 
wiek n zmiennych były równe zeru ()). 


(1) Porównaj JACOBI, І. €., str. 339 i 340. 
(3) BERTRAND, Traité de calcul différentiel et decalcul intégral, Paryż, 
t. I (1864), str. 71. To twierdzenie podane tam jest bez dowodu. Pierw- 
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Twierdzenie to jednak jest objęte w nastepujacem, ogólniej- 
szem (*) : 


« Aby pomiędzy п funkcyami y4,...;yn m zmiennych nieza- 
» leżnych X4,.:.> Xm mogła zachodzić pewna liczba p związków, 
» niezależnych od tychie m zmiennych niezależnych X4, .., Xy, 
» potrzeba i wystarcza, aby pomiędzy m funkcyami үџ,..., Yn 
» było n —p takich funkcyj Yi, Уз,:.-, Yn=p, żeby ich wyznacz- 
» nik funkcyjny stopnia (n — p)-ego 


Sys... Уп—р) 
3(24,..., Tn=p) (1) 


» względem pewnych n — p zmiennych niezależnych Xi, Xs,... Xn—p, 
» był różny od zera, zaś p(m—n-|- p) wyznaczńików funkcyj- 
» nych stopnia (n—p--1)-ego 


NY: Yn—ps Yi) (2) 
0(Z,..., np, Zk) 


» (i=n—p--1, n—p-4-2,..., n—1, n; К==п—р-Ы, n—p4-2, 
» .... m—1,m) zamientało się tożsamościowo na zero, to jest 
» przy wszelkich znaczeniach m zmiennych niezależnych xy. Twier- 
» dzenie to odnosi się do przypadku m>n—p>0. 


» a) Ponieważ z założenia istnieje p związków różnych mię- 
» dzy п funkcyami 4ı,..., Yn, niezależnych od m zmien- 
» nych Z..., £m, można więc je rozwiązać względem pew- 


szy dowód tego twierdzenia jest pośrednio dany przez KRONECKER'a 
1869, marzec), przy uzasadniania inaczej wyslowionego twiedzenia. Zob. 
BALTZER, l. €., w trzeciem i czwartem (str. 133) wydaniu. 

(1) TRZASKA, О pewnem zastosowaniu wyznaczników funkcyjnych 
(Pamięlnik Towarzystwa Nauk Scislysh w Paryżu, t. l, str. 113). 
W tej rozprawie autor podaje dwa dowody swego twierdzenia. Drugi 
z nich przytaczam tu nieomal dosłownie (str, 119 - 424.) 


NE 
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»nych p funkcyj, któremi niech beda funkcye yi, przy 
» i—n-—p--1,..., n, i nadać związkom kształt 


0 = yi — ei(u- Yn-p): (3) 

p Oznaczywszy dla krótkości drugą stronę ostatniego równania 

» przez yi, a pochodną E przez ķi. і pamiętając że ķi, jest 
1 

» różną od zera (równą mianowicie jedności), i założywszy dla 


» krótkości з = = Yik, Można nadać wyznacznikowi (2) kształt 
à 


2; 
Yia y fn—pa os Жы 
Agi DE a eura а 33 
Qu) à | (4) 
Yi nps  Yn—pn=p US 
RZ 
Yik sss Yn—pk +» TA 


» pomnożywszy wyznacznik (2) przez ( О", a ostatni jego 
» wiersz pionowy przez 4;;, i dodawszy do tego wiersza wiersze 
»równolegle, pomnożoneodpowiednio przez 4;,(/=1,2,...,n—p), 
» gdyż przez to wyznacznik zmianie nie ulega ($$ 29, 31), 
» nadto pamiętając, że drugie strony równań (3) dają 

I=n—p 


s = iik + Ун. Wik 


| 


» Ponieważ zaś równania (3) nie zawierają wcale wyraźnie 
» zmiennych z;, więc ostatni rząd pionowy wyznaczni- ' 
» ków (4), jako złożony z samych zer, sprawia, że wyznacz- 
» niki (4) są zerami. Więc istnienie p związków różnych między n 
» fankcyami Yı... Yn pociąga za sobą równania (2), i jeżeli te 
» związki są jedynemi, to na mocy twierdzenia poprzedzającego 
> (t. j. twierdzenia $ 116-ego) wyznacznik (1) jest różny od 
» zera. 
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» b) Ponieważ wyzńacznik (1) zakładamy różnym od zera, 

» więc, na mocy twierdzenia poprzedzającego (S 116), n—p 

» funkcyj уз,...› Yn—p SA różnemi, można je więc rozwiązać 

» względem n — p zmiennych z,,..., z,—5; а wstawiwszy tak 

» otrzymane wyrazenia w wyrazenia pozostalych p funkcyj 
D Уп—р+а›+++› Jn, Otrzymamy p równań 


0 = yi — i(1, Jn—p; ®п—р-+Һ1›+.+› Em) (5) 


»(i—n--p--1, n—p--2,.,., n), których drugą stronę 
» oznaczać będziemy dla krótkości przez 4;, a pochodną = 

1 
» przez jia, jakto już wyżej miało miejsce. Postępując jak 
» w części dowodu a), i pamiętając, że równania (5) dają, 
» gdy k< î 


Ш=п—р 


M 
o= piigi + X Wyk: 


1= 
»agdy k=i, lub А>, 


I=n—p 


C EE EST а Nuno [ж]. 


» gdzie э, oznacza pochodną częściową 4%, względem z, 


» wyraźnie zachodzącego; przez co zastrzeżenia (2) przybiorą 
» kształt 


Yea зол Жеты. э x 
о 6) 
(Yi, ) Y1n=p""> Уп ртр э "as 


Yik ps Yn—p,k || 
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»(i—n—p--1,..,n; k=n—p--l,..., m). Lecz równa- 

» nia (5), nie zawierając zmiennych 24, zs,..., c, wyraźnie, 

» sprawiają, że w równaniach (6) składniki ostatniego wiersza 

» pionowego wyznaczników są zerami, z wyjątkiem ostatniego 

n składnika — [ж] można więc nadać tym równaniom 
k 


» kształt 


—ї (Y1, au Yn—p) | 
ИРЕТИН РТ ГРУ E 
үстү =) [an 


» Że zaś pierwsze dwa czynniki pierwszych stron tych równań 
» są różne od zera (mianowicie pierwszy jest jednością, a drugi 
» z założenia różny od zera), otrzymujemy więc p(m — n+p) 


» równań 
ol 
ا‎ 
H x 


»(i—n—p-4-1,...,n, k=n—p--l,... m), które do- 
» wodzą, że p związków (5), które nie zawierają wyraźnie n—p 
> zmiennych z,,... „Tn—p, nie zawierają także m—n--p 
» zmiennych pozostałych 2,-5.,...,2». Tak więc zastrze- 
» żenia (1) i (2) oznajmiają istnienie tylko p związków różnych 
» między л funkcyami y4,...,9,, niezależnych od zmiennych 


D Diy eee Бу h. 


š 419. 


Ilości 
VIT ye, ys s.. (1) 


mogą byćnie, jak w $$ poprzedzających, wyraźnemi, lecz uwikta- 
nemi funkcyami zmiennych 


Bip 49 Chee. (2) 
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także n, a mamy, ogólnie, n związków 


F.(y: эхе сене н Qa y s 005 Ta) =0, 
FATES ong dé. Za) ZO, 
Faly: 4 b von ig UT LAW ICAO 17 Tn) =0, 


to z któregokolwiek związku (3) wypada 


- AF; WA IF; дуз JF; dyn , AF; 
zy. da, Ty, dzi to" dy, Urn = 
G=, n k=4,...,.n), Czyli 
хк dys Lk | дуд» | ° | уһ Zk) 


Jeśli więc utworzymy wyznacznik ($ 29) 


E: x, 
да; d 32, 

р ub `w дЕ, oF, 

Ew oer 
JF Fn 
д, , дең 


481 
W najprostszym przypadku, gdy ilości (1) jest n i ilości (2) 


JF, 


(3) 


| AT" 


to można go uważać jako iloczyn dwu wyznaczników ($ 44) : 


IF; IF: 
a" y 
i =Y= ЭР, NS IFA 
. . . . . — em em 4. g 
Фу, дуз dyn 
ж. ЭЁ, 
W’ A дул 
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i (5 18) 
W дуп 
дт, 2r dd É дт, $ 
E yi ду» Yn 
و ر د‎ ZE. 
ОБ М ОБ, 
Ze zwiazku zaš 
@ JF; дЕ, ч NY dF, 0 AD 
bus E се» Wo, dym 
( ) X WA dEn < АЛ Syn = дл, b PM 
wypada (!) 
д(Е,, ... Fn) 
Yi» 5:4: 6 Yn) (1), zi, 4" 9 та Cn) : (4) 
(2, ... tn) NF, ... Fa) 
I AYN - + - Yn) 


Gdybyśmy we związkach (3) uważali ilości (2) jako funkcye 
zmiennych niezależnych (1), to takąż drogą otrzymalibyśmy 


A(F;,. . . „Fn) 
Е. ® 
DRI + a 3Ta) 
Z równości zaś (4) i (5) wypada (?) 
(AS + re Yn) Mes ee En) 


, 


0(2. ... Cn) NOR ... »yn) 


t. j., że jeden z tych dwu wyznaczników funkcyjnych jest od- 
wrotnoscią drugiego. 


(1) JACOBI, |. c., str. 338. 
(2) MoEBius, Ueber eine allgemeinere Art der Affinitet geometrischer 
Figuren (CRELLE, Journal, t. XII, str. 116). JACOBI, 1. c., str. 339. 
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ZADANIA. 1°) Objaśnić, dla czego, jeśli mamy układ związków 
F;(y1, SE Ут» Ti, ی‎ 24) 0; 
Falls. + Ims Tiss» 0 
i uważmy ilości (1) jako funkcye ilości (2), to, przy т> n, 
jest 


j TT Еа) N Ө ыле as EO WIS АДЕЕТ), 
NEJ "EE Tn) - д(ух, e * е UD) (Z1, ... RAL 


las 
gdzie У odnosi się do wszystkich kombinacyj z m ilósci 


kasa RO NI zaś, przy m <n, jest 


дї, Т 
==0; 
a ^ 
дут дут 
NOP 1 Mn 


2°) Objaśnić, dla czego, jeśli mamy układ związków 
| Е, (Yims Ci ر‎ 0; 


Fn(yr"<Ym Ty: Cn) 20, 


i uważamy ilości (1) jako funkcye ilości (2), to, przy ке mieć 
będziemy 


M XE... a(F;,. Fm) NOZE M (Vem) 
( ) "t д(ш,.. A = E N TEPA TA a). 


http://rcin.org.pl 


490 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 


gdzie У odnosi się do wszystkich kombinaeyj z n ilości 24. .. 2; 
“oR 
po m, a każdy składnik po lewej jest równy ри йыр 
skladnikowi po prawej, tak, że 
S (Es... УЭ) 
($y... Um) ext BA Farsite) 
(Ta, . 2) A(F;,...,Fm) j 
(yis ym) 


zaś, w przypadku m > n, па mocy związków (i = 1,...,m) : 


JF; NWA OF; ду» AF; дут _ 221 OF; 
ду‹ ie, "ży, Meter dym ME дт? 


(k = 1,...,п), oraz związków tożsamościowych 


YF; y, AF; эы УР, M. OF, 
Wi дук Heat: ii Sa dym дук дук? 
(k=n--1,...,m; każde E dla A>k i <k jest zerem), 
дук 


mieć będziemy 
ы: OF, OF, 3F Fna JE OF 
єй =! еи t د کے کی‎ y 


1 M Vari +4 M/n 


NYM NA Mn Masi Jym 
ү: D w » "02, 2 дул ъа" 4 PT 
($ 33) zkad wypada (*) 
X(F,, ...,Fa, Fa, z... Fn) 
Ny. .„Уһ) __ —(— 1)" O(2,. ... Zn; Уп+а,.--5Ут) , 
(215... Zn) XF,...., Fm) 
КЕТ ‚ут) 


(4) JACOBI, l. c., str. 344. 
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a, wrazie, gdy n =1, jest (*) 
AFi, Fs....,Fm) 


dyi Pe t. cs Mas. ун). 
čis. „Fm! 


Przedostatni (a tem samem i ostatni) związek można uogólnić. 
Jeśli z pośród m ilości Yy4,:..;ym weźmiemy jakiekolwiek n 
np. js,..,J» a pozostałe m— п z nich nazwiemy y,,...,y4, to 
w podobny sposób znajdziemy, wogóle, 


OB... Pu. Fa b ¿s ««csE m) 


X(ys,. Y) 4): UR Uns Yoye PU 
Q(21,..., Zn) ~ д(Ё,,:.. (Fs, :.., Fm) 


NOZE улун) 


а rozprzestrzeniając to na wszystkie kombinacye ya,...,y, 2 m 
ilości y,,...,» po n, mamy 
„2% 2(F.,.... Fn; Fn+4,.--,)Fm) 
> yas) <A Ds JP 
KOA) . Zn) (Е.В) d 
2 Yis- m) 


gdzie po prawej, w każdym składniku, m— n ilości y,,..*,y;, 
oznaczają te z ilości y,,...,)5, które nie weszły do odpo- 
wiedniej kombinacyi ya,...,y. ($ 50). Wrazie zaś n—41, jest 


dYa (£o yas) 
M, X(F,,..., Fm) ; 


(ys. ..Ут) 


gdzie y;,...,ys sa т—1 z m ilości y,,...,ym, pozostałych po 
wyłączeniu jednej z nich, mianowicie ya. 


(1) JACOBI, ibidem. 
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$ 120. 
Jeśli dane ilości 
Yis Yay Ym (1) 
są funkeyami ilości 
E y» (2) 


które znów są funkcyami ilości 


£i, Va, eee yp, (3) 


a chcemy wyznaczyć Jakobian ilości (1) uważanych jako funkcye 
ilości (3), to zwazmy naprzód, że wogóle 


Wi E yi 34 NZ NĄ (4) 
dark 2, DZK | Oz, Tk à 


Wrazie p < т, istnieje ($117) m—p związków między 
ilościami (1), w które nie wchodzą zmienne niezależne (3), a tem 
samem (^) Jakobian «funkcyj, które wszystkie przez mniejszą 
«liczbę niewiadomych mogą być wyrażone (*)», jest równy zeru, 


Wrazie p=m<n, ze związków (4) wypada (§ 44), 


DaM.. e => (У M ZD „A 
dr X —— dz M, dny" dzm/” 
а... 


АШ 


сата ANM x 2004... Уп) ) X25... ШЫДА 


9(21,..- Em) КЕ uw Ni. Hy d 


TT 


gdzie У odnosi się do wszystkich kombinacyj z n ilości z,,..., zi 


3 


po m (). 


(1) JACOBI, l. €., str. 340. 
(3) JACOBI, ibidem. 
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Wrazie zaś p= m — n, też związki (4) wskazują, że (3) 


NA Ma __ л. ду, дуп у д КЕЛ 
Æ <= ,... کے‎ zo... ... کے‎ 
= Sir dia S 2 ia dzy "o àz, Dra” 
czyli 
(Ya... Jaen) __ Sys s 70) KOPER JA > (5) 


(Z... Za хп) прал RA ‹ 0 (Zi... Ze) З 


Możemy tu uważać п ilości (1) јако funkeye n zmiennych (2), 
które-to zmienne, skutkiem przekształcenia, zastąpione zostają 
przez n zmiennych (3); wtedy powiemy : Jakobian funkcyj 
danych względem nowych zmiennych równa się iloczynowi Jako- 
bianu tych funkcyj względem zmiennych dawnych, pomnoionemu 
przez Jakobian zmiennych dawnych względem zmiennych nowych. 


Gdyby przekształcenie, skutkiem którego n zmiennych (2) 
przechodzi na n zmiennych (3) było liniowem ( $ 82), np. 


2, = 04 aT F 4,275 +... dı nîn, OG, 042 ,..., n 


Z: = 034714 -|- (13,2429 -- „+ dą ппу M 0345 (lo... fly n 


Zn — dn, Tı 05,23 +... an ntn; аза, (nox... Qn, 
to wtedy 

dzi 

Ух = к›› 


9(21,...; DJ =M 
(Quy: bye Ne 


a związek (5) przechodzi na 


Xy... yas syn) _ = M 2b A(Y1,:: ул) 


"TCR а) TEE EL 


(!) JACOBI, ibidem. 
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Widzimy ztąd, że ($ 89) Jakobian posiada charakter niezmien- 
ności. « 
Jakobian danych funkcyi jest ich niezmiennikiem lub spół - 
zmiennikiem. 
Np., gdy dany jest układ dwu form : 
fi = ass," + 012132 —- азда, 
E | = boz? + UA + bążą”, 
które ulegają przekształceniu liniowemu, np. 


2 = at + баз, 


5 = 72, + 8л»; 


to Jakobian tych form 


ж M 

dą | дж 2003, |- 0420, а -H 2032; 
M. Ms] |ә, баа, а-а | 
az 22, 


= 2[(aob, = абу)” + 2(aobs — азбо)2122 + (abs — 0304)23?], 
daje nam forme kwadratowa podwójna 


(ab, — а,б)” + (aba = 309) 2122 -|- (aiba — а), 


będącą spółzmiennikiem (*) danych form f, i f», jakeśmy to 
zresztą bezpośrednio w $ 89-ym wyprowadzili. 


(1) Każde z równań, powstałych z przyrównania danych form do zera, 
przedstawiać nam-może np. parę punktów. Wtedy i równanie, powstałe 
z przyrównania tego spółzmiennika do zera, przedstawi nam parę punktów, 
będącą w pewnej zależności względem dwu par punktów /,=0if—=0, 
niezmiennej skutkiem przekształcenia liniowego, a więc niezawisłej od 
punktów, od których liczymy odległość, Przedstawi ono nam mianowicie 
parę punktów harmonicznie sprzężonych tak z para punktów fı = 0, јак 
iz parą punktów fı =0, czyli przedstawia punkty podwójne inwolucyi 
punktów, wyznaczonej temi dwiema parami punktów. 
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$ 124. 
Jeśli 
Yis у... Ym 


sa funkcyami jednej zmiennej niezależnej, x, a kolejne ich po- 
chodne oznaczone zostaną, wogóle, 


din ( dy; (2) d"-y, (n—4) 
Z=, TE = Yi و‎ = , 


to jest zawsze 
(n—1) 1): (n) 


(1) ( 
у, (Ау) 9 > (Оу) у, 45 + ot sA 


(4) (n—1) a) (n—) 
Ms (у) » + + « (уз) |, Ya > + ۰ + „Ya 


(1) (n—1) (t) (n—1) 
ya, (ya) p... (уа) Уп» Уп * : + „Уп 


gdzie A oznacza albo ilość stała, alboteż pewną funkcyę zmiennej 
niezależnej (*). 


« Można bez trudności udowodnić to twierdzenie, rozwijając 
« pochodne, które zachodzą po lewej i opierając się па dwu 
« znanych własnościach wyznaczników : 1° można dodać do 
« wszystkich lub odjąć od wszystkich elementów pewnej ko- 
« lumny ilości proporcyonalne do elementów innej kolumny; 
« 2° jeżeli każdy element pewnej kolumny pomnożymy przez 


(1) Hesse, Ueber die Criterien des Macimums und Minimums der 
einfachen Integrale (CRELLE, Journal, t. LIV, str. 249). Twierdzenie to, 
jako niemal oczywiste, podaje Hesse bez dowodu. 
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« ten sam czynnik 2, to cały wyznacznik zostanie pomnożony 
« przez à) (*)». 
W przypadku, gdy 2 jest ilością stałą, należy w wyznaczniku 
po lewej podstawić 
(k) (k) 
бу) =y | 
i twierdzenie staje się oczywistem ($ 29). 
Jeśli zaś X jest funkcyą zmiennej niezależnej, to, według zna- 
nego wzoru (2) na pochodną iloczynu dwu funkcyj, jest 


(к) 0) ру (0 @—) уру (2) @—9) 
Oy) =н Н) arn + 


kN (®--4) (D (k) 
+i) Yi +) Ji- 


(к) 
Podstawiając w wyznaczniku po lewej zamiast każdego (Уу) 
odpowiednie wyrażenie, a następnie rozkładające ten wyznacznik 
na składniki ($ 28), spostrzeżemy, że wszystkie, prócz jednego, 
wyznaczniki-składniki są równe zeru ($30), różnym zaś od zera 
jest tylko składnik 
a) (n—1), 
ПИ А | 
ANG (n—1) | 
,و92‎ Y? s.. у» 


› 


(0) 'n—1) 
dym уп ›. x Yn | 


co (§ 29) przekonywa o prawdziwości twierdzenia. 


(1) MOIGNO i LINDELOEF, Calcul des variations (Paryż, 1861), str. 187. 
Żwunko, Dowód na twierdzenie Hessego o wyznaczniku funkcyjnym 
(Pamiętnik Tow. Nauk Ścisłych, t. 1, 1871, str. 89 - 92) dowodzi tegoż 
twierdzenia innym, wielce złożonym sposobem. (Porównaj mój artykuł: 
«Towarzystwo Nauk Ścisłych w Paryżu. Sprawozdanie za lata 1870-1876 » 
w piśmie « Ateneum» . Warszawa, 1877, styczeń, str. 177). 

(3) LEIBNITZ'a. 
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š 122. 
Ješli mamy uklad funkeyj 
j- mf $5) 
zh TA (4) 
ts 


jednorodnych względem zmiennych, a stopnia : pierwsza n,- ego, 
druga na-ego,..., to, wedlug znanego twierdzenia (!), jest 


I zek Ha a... =n fs 
kz zd B 29... = nafn (2) 


\ 
\ 
. , . . . . , 


Jeśli nazwiemy gloska J Jakobian funkcyj (1), t. j. 


4 Mf 

NĄ Y Эл»? 

A M =), 
Me, * NAM Ж 


a w nim ilość dołączoną do elementu £ przez J; x, to z układu 
równań (2) wypada wogóle (§ 71) | 
Jr, =J, infi + Jz infa + ебә: 2 . (8) 


Ješli dla zmiennych 


Ti, Te. (4) 


(1) EuLERA. 
32 
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nadamy w wyrażeniach (1) wartości odpowiednio 


Q4, 02 « 6 +3 (5) 
zadosyć czyniące równaniom 


fi=0; ћ=0:..., 


to ze związku (3), mającego miejsce dla każdego zi, wypada, 
że tymże wartościom (5) dla zmiennych (4) odpowiada ($ 115) 
wartość Jakobianu zero. 


Jeśli danemu układowi równań jednorodnych zadosyć czyni 
pewien systemat wartości dla niewiadomych, to temuż systematowi 
odpowiadająca wartość Jakobianu jest również zerem (*). 


W przypadku, gdy 


Е SS „ZN, 
to związek (3) można tak pisać : 
JG = nli if + J>, f; + .. з) 


a biorąc pochodne obu stron tej równości, raz względem <i, 
a drugi raz względem 21, gdzie / ma wszelką możliwą wartość 
prócz jednej wartości i, otrzymujemy 


3+ =n( f Mu a А02. ) 


M M, Mai 
ngo (f LL f Ms 3 


021 КЕЛ 
+" ae Ta S+... 
er 


(1) Hesse, Ueber die Elimination... (CRELLE, Journal, t, XXVIII, su. 78). 
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Zważywszy, że ($ 27) 


EM, BE c: ZE 


2i iz; 


nib La +... =0, 


NT 
możemy powyższe związki tak przedstawić 


Vas ч 


атл TEA. .)+ =, 


s абр аа ы 
“зр =" ый e) 


Эт Pow 
Jeśli zmiennym (4) nadamy wartości (5), sprawiające, że 
SG %==0; E e. 


to, według dowiedzionego twierdzenia, dla tegoż systematu 
wartości zmiennych jest także J=0, skutkiem czego z po- 
wyższych związków, mających miejsce dla każdego zi, wypada 


Jeśli dane są równania jednorodne jednakowego stopnia, to 
systematowi wartości dla niewiadomych, sprawdzającemu te rów- 
nania, odpowiadają wartości zero nietylko Jakobianu tych rów- 
nań, lecz i jego pochodnych względem zmiennych ('). 

Np. 

(him 3 — löss- ,وا‎ 
lr. = ац? -- БЕТЕ ZE 10r; 


(!) HESSE, 1. c., str. 80. 
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) 62, — 1525, — 152, + 3625 
9r, -} Sls, RUA € 2025 


M __ oer, —9 
= MPa ce», е 


= 48(ж,*— 4132 + 423?) 


Mo REA 
= 192(— ns 2n); 


równaniu f, = 0 zadosyé czynią wartości =, = =3, 
równaniu zaś f;— 0 wartości z =2 — = -—°Ü 5; systemat 
2 
więc wartości zadosyć czyniących jednocześnie obu równaniom 
fi — 0 i f: = 0, 
j 3 و‎ P 
jest > , np 
ЭД; иа: 
dla tego zaś systematu wartości, jak to jest widoczne z po- 
wyżej wypisanych wyrażeń, jest 


J—0, A =0, M 


EU. 
дг, NA \ 


š 123. 


Wyprowadzone w poprzedzającym $ własności wyznacznika 
funkcyjnego dozwalają w kilku przypadkach nadać rugowni- 
kowi danych form postać wyznacznikową (*). % 


1. Gdy dane sa trzy formy potrójne kwadratowe 
fiz, y 2), fi, y z), hhz, y: z), (1) 


(1) SYLVESTER. Porównaj $ 80, przypisek. . ` 
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to, aby można było, przy pomocy metody rozprzegajacej (š 79, 
ustęp 3), przedstawić ich rugownik w postaci wyznacznika, 
należy mieć sześć równań jednorodnych i liniowych względem 
sześciu ilości 


Że, ŻY U de үзү 2, \ (2) 


Trzy równania daje przyrównanie danych form do zera. Sys- 
temat wartości dla z, y i z, przedstawiający spólne tych trzech 
równań rozwiązanie, sprowadza do zera tak Jakobian danych 
form 


dc O X 
NĄ NE ofi |=J, 
e dy” дн 
c dy 22 
jak i jego pochodne ($ 122) 
0J dJ dJ \ 
dz” dy , w’ (3) 


Że zaś elementy wyznacznika J są wyrażeniami jednorodnemi 
pierwszego stopnia względem zmiennych, to wyznacznik J jest 
trzeciego, a jego pochodne (3) drugiego stopnia. A gdy spólne 
rozwiązanie równań, powstałych z przyrównania każdej z trzech 
form (1) do zera, sprowadza jednocześnie do zera każde z trzech 
wyrażeń (3), więc warunek istnienia spólnego rozwiązania 
trzech równań 


fı=0, 
»=0, 
"m 
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jest jednocześnie warunkiem istnienia spólnego rozwiązania 
sześciu równań 


fı=0, 
fa= 0, 
fa = 0, 
M 

эд = 0, 
M 

— =0 
dy г 
M 

= =:0; 


jednorodnych i liniowych względem sześciu ilości (2), i przez 
zastosowanie metody rozprzęgającej wyrażonym zostanie przez 
równość zeru wyznacznika szóstego stopnia, będącego funkcyą 
samych tylko spólezynników danych form. Wyznacznik zaś ten 
przedstawi ($$ 78, 79) rugownik danych trzech form kwadra- 


towych potrójnych. 


2, Jeśli dane są trzy formy potrójne sześcienne 


filz, Yy z), fs, UD z), (2, Y» 2), 


to ich Jakobian ` X = M УА эз =) jest funkcya jednorodna 


АЛ dy 02 
szóstego stopnia, zaś pochodne 


takiemiż funkcyami piątego stopnia względem zmiennych. 
Na tejże samej więc, co w poprzedzającym przypadku, zasadzie, 
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tworząc układ dwudziestu jeden równań 


|eh=, h= h= 50, 
zyf20, жуз== 0, zyfs= 0, m , 
M 


yf = 0, yf: = 0, yf; = 0, 32750, 
ОА ZA czfą =0, 
yzfi=0, у%=0, у —0, 
| 2f — 0, 2 =0, zf,— 0, 

jednorodnych i liniowych względem dwudziestu jeden ilości 

45, ay, CY, TUŻ: 2y, yz, a3yz, 

ya ВВЕ s о Ж ИЛЛА Ул УЧУ ыг 

2° 5 yt, y A у > yz А гур, ту у 


któryeh-to równań spólne rozwiązanie jest jednocześnie spólnem 
rozwiązaniem (jednoznacznych) równań, powstałych z przy- 
równania danych form do zera, 


| h=0, 
в=0, 
fa =0, 


możemy z tego układu dwudziestu jeden równań metodą roz- 
przęgającą otrzymać rugownik danych form potrójnych sześ- 
ciennych fi, fs, fs, w postaci wyznacznika dwudziestego pier- 
wszego stopnia. 
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3. Gdy dane są cztery formy poczwórne kwadratowe 
flc,y,z,u), fr, y, z, и), f(T, Y, z, v), (z, y, z, u), 
dfa Aa Ms MA X : 
to ich Jakobian Е S0 М. — J jest funkeya jedno- 
rodną czwartego stopnia, a jego pochodne 
dJ dJ M M 


‹ дд? dy” Mí , Ju” 


trzeciego stopnia względem zmiennych. Spólne rozwiązanie 
układu równań 


fies, 
f0, 
nei, 
f i0, 


jest spólnem rozwiązaniem jednoznacznego układu dwudziestu 
równań 


ZER)  zfaz0, zm ¿“sf =0, S= 0, 
yh=0, уһ=0, уһ=0; yh =0, y 0, 
КО 3A—0, бллсо 300, Z=0, 
=, = ф=0, а 0, = 0, 


jednorodnych i liniowych względem dwudziestu ilości 
ОУ Брав 
ay, 3E. и mu, yw, yu, zw 
ZU (Ra 2U%, ys. (WS, „сй, 


cyz, yu, Tzu, узи, 
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a wyznacznik tego układu dwudziestu równań, więc wyznacznik 
dwudziestego stopnia, otrzymany metodą rozprzegajaca, przed- 
slawi rugownik danych czterech form poczwórnych kwadra- 
towych. 


Metoda, za pomocą której w powyższych trzech przypadkach 
otrzymaliśmy wyznacznikową postać rugownika przy pomocy 
pierwszych pochodnych Jakobianu danych form, nie może być 
rozprzestrzenioną na inne układy form. 


š 424. 
Jeśli dana jest n-krotna całka, 
(n) 
a=f F(y + « « Yn)dy . . . dyn, 


a granice całkowania są oznaczone i skończone, ї wypada ją 
przekształcić, zastępując zmienne y,....yn przez nowe zmienne 
24.520, ZWIĄZANE z dawnemi za pomocą związków 
yi fini, Za +» ° tn); 
Ya = f(1, тәу... yn); 
(1) 


ho ү; 


у»=М(ї‚,... yn), 


skutkiem czego funkcya F(y:,...,9n) przechodzi na funkcyę 
nowych zmiennych 


#(& 970.343), 
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to, rozumujae podobnie jak w $ 116-ym, możemy związki (1) 
zastąpić (w najogólniejszym przypadku) przez związki 


у = b (zi, = Tn), 
Ya =a, La, o o e Zn), 
Уз =\з(у, yas T3, ° + . n), 


(2) 
Yn = (yo ` + Уп) Vn), 
co prowadzi nas do zwiazku (6) $ 116-ego 
Na NĄ dpn 00, ANY 4 Yn) (3) 


Mn, ds OQ Jin Mlh TW) Tn) š 


Ponieważ tu porządek całkowania jest dowolny, to, zaczynając 
od całkowania względem ул, możemy w calce A ilość ук 
zastąpić przez prawą stronę ostatniego z równań (2); nadto, 
z powodu, że, przy tem całkowaniu, ilości yy, . . « „yna nie 
zmieniają się, wypadnie w podintegralnem wyrażeniu zastąpić 
jednocześnie dy, przez 

e ds, 


NĄ 


(oraz odpowiednio zmienić granice); będzie więc 
(n) Wn 
к f F(Y,- Yni Yu) E dy, .. . dya adag. 
OUn 


Podobnie zważając, że, przy calkowaniu względem y,-,, Mmo- 
żemy w ostaniem wyrażeniu ilość ул—‹ zastąpić przez prawą 
stronę przedostatniego z równań (2), oraz, że, przy tem cał- 
kowaniu, ilości Y4,..:,7n—a, а nie zmieniają się, znajdziemy 


*( ) RY J ! i 
= | n Е(у,..›,/п—з› Yna ya) nt wn dyi.. din dy dan. 


Oan En 
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Postępując tak samo wciąż dalej, dojdziemy nakoniec do wy- 
rażenia 

— (n) MA Ma 
=| К(фи›-+-›фа) 37 e e S dri s.. diya: 


W tem wyrażeniu funkcya F(4,...,Vn), wyrażona w samych 
tylko nowych zmiennych 2,,...,2n, jest funkeya &(zi,...,25); 


X Ma ; Е 
według zaś (3) iloczyn ze XE Z może być zastąpiony przez 
à 1 Оӊ 


Jakobian zmiennych dawnych wzgledem zmiennych nowych, 
tak, że (') 
к= f^ A (£4,.. эли) sor c em SN v Py Jn) dz, . Ty 


the КЕЛЕ + Cn) 


$ 425. 


Gdy dane jest równanie różniczkowe cząstkowe, liniowe 
i pierwszego rzędu 


X, 0 2 
х SL. +X =0, 


“п 
w którem ^ 
X, Xs, » o ‚Ха, 


są funkcyami zmiennych 


Ty, Dan. + sm 
i gdy 
Yis +, Nieto + + + Yn ° 
(1) Przeksztalceniecalkidwukrotnej podał EULER (1759, Novi Commen- 
tationes Ac. Imp. Petropolitanae, t. XIV, str. 72), całki trzykrotnej 
LAGRANGE (1773, Мет, de PAc. de Berlin, str. 125), całki n-krotnej 
JACOBI, (1834) De binis quibuslibet... (str.38); (1841) De Determinanti- 
bus funtionalibus (str. 358), oraz CATALAN 1840 (Bulletin de lAc. de 
Bru.celles,t. XII, str. 6; 1841, Mémoires couronnées de VAc. de Bruxelles; 
t. XIV). — Zasada przeprowadzonego tu postępowania wzięta jestz JACO- 
nr'ego De Determinantibus... 
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są n — 1 od siebie niezaleznemi rozwiązaniami tego równania, 

tak, że, nazywając lewą stronę równania, np. przez (y), mamy 
(91)=0;...,9(Vi—1)= 0, (yi + 1)=0, (Уп) 0, (1 ) 


to można wyznaczyć mnożnik [multiplicator (*)] równania ró- 


żniczkowego cząstkowego 
ę(y)70, 


lub równania różniczkowego cząstkowego 


—— 4*1 .. 
JE ATi +4 ra 


dTi JT; AC; gy 
Xi— Xi :— MD CNN 1 ы i = —Xn = š 0, 


lub też układu równań różniczkowych zwyczajnych 

dry CT ARE das + Ий ZM DA ыз: 230 Жу, 
przez który pomnożone rozwiązanie #(у) przedstawi Jakobian 
funkcyj y,» względem zmiennych 24,.. „zn. Jeśli bowiem 


NA 
Ma 


mentu Zi z, jest Дк, to z tożsamości (1) i wyrażenia dla s(y;), 
AT 


д T 
w ЧА J= = s ... Su ilość dołączona do ele- 


ДИ: układu związków 


à à à 
oyi CY ey El 
xw X:+. AK "b RAN 


RN 
Wi dyi TERZ. 
YA X, EE dT -H „DE V -- бе, Xn = (0), 


d д д 
x x, + Massi erra 


(1) JACOBI, Teoria novi multiplicatoris systemati aequationum diffe- 
rentialium vulgarium applicandi (CRELLE, Journal, t. XXVII, str. 210) 
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wypada ($ 75) f 


Jia Jis E ЧЫ 
X X Xa ^ Qu) 
W razie, jeśli wartość tych równych stosunków nazwiemy M, to 
Męlys)=J. 


lość M, czyli tak zwany mnożnik JAcoBr'ego (*), zadosyć czyni 
równaniu różniczkowemu cząstkowemu 


AMX) | AMX) | | AAAA, 


дд, 073 Tn 


§ 126. 


Na szczególną uwagę zasługuje Jakobian funkcyj np. 
Ui, Us, ° ‘° » ‚Ш (1) 
względem zmiennych np. 
Diy, Way + + + ny (2) 
w przypadku, gdy funkcye (1) sa pierwszemi pochodnemi 


pewnej funkcyi u względem zmiennych (2). Ten wyznacznik 
funkcyjny 


ди, ди, ди, 

д, dU DAG 

à à à 

ди» nn dla 

aei, = NT SS Ju, Ju Ju 

т,” , " у eu, cua oun 

дж, 073 N n = = — S= у 
-— 4 Olą АЛ 

Mn дид Jun 


qe 3 . LI . 
dii 22а Men 


(1) Badania własności i zastosowań mnoznika JAconr'ego czytelnik znaj- 
dzie wyczerpująco przedstawione w dziele : ZAJĄCZKOWSKI, Wykład nauki 
równaniach różniczkowych. Paryż, 1877 (część IL,rozdzialy XIV i XV.) 
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który można tak przedstawić : 


Vu Vu Vu 
дд? Qm. ODOR 
Vu! КЕЛ Ju 
« " « € 
"gor AAAA TREE pou Vu Nu 
072902 дл? کو‎ Ў — ..——, 
дд, NAWĄ ^2, 
Vu Vu Vu 


|02302, дхид `` 


w sposób taki : 
Ша, Шз, + + + SH agn 
изл, САКУ < * э zU2,n 


=Z= uates... 


Илл, пз, + + + sn 


nosi nazwę (') wyznacznika funkcyt u, lub (2) Hessianu, a wła- 
sności jego mają rozmaite zastosowania tak w Algebrze, jak 
i w Geomelryi. — 


(1) Hesse, Ueber die Elimination der Variabeln aus drei algebraischen 
Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei Veriabeln (CRELLE Journal, 
t. XXVIII, str. 83). Badania własności i zastosowań tego wyznacznika pro- 
wadził Hesse przez lat wiele, ogłaszając rezultaty tych badań w. różnych, 
poczynając od XXVIII-ego, tomach CRELLE Journal. Miano « Hessianu » 
dla tego wyznacznika wprowadził 

(2) SYLVESTER (Cambridge and Dublin Math. Jour., t. VI, str. 186). 
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Z powodu, ze 

ди _ дщ 
Mn, | dac! 
czyli 
Ui k = Uk. 
Hessian jest wyznacznikiem symetrycznym ($ 90). 

Jeśli u jest funkcya m-ego stopnia względem n zmien- 
nych z,,..., Zn, to drugie jej pochodne są (m—2)-ego stopnia, 
a jej Hessian, jako wyznacznik n-ego stopnia względem elemen- 
tów (3 8), t. j. drugich pochodnych, jest funkeya n(m — 2)-ego ` 
stopnia względem zmiennych. 

Hessian funkcyi u, zależnej od zmiennych (2), oznaczać 
będziemy albo Н, albo H,, alboteż, skoro nam idzie o uwy- 
datnienie zmiennych, od których funkcya u zależy, symbo- 
lem Ни. 


$ 127. 
Jeśli dana funkeya u zmiennych 
Tis Day s Zn (1) 
skutkiem liniowego przekształcenia (ў 82) 
^ = az + 04,232 -H ... + O nn, 


Tı — (2342, + аза +... + 42,22, 


, 
En = аһа 4 02322 + .. F апаа; 


аа, (4 ,33:**3 а, a 


daty Adą25:::; Uam 


M= ў xi 


ала, Un, 29, dann 
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512 
przechodzi na funkcyę zmiennych 
и, 28...) An, (2) 
to zależność między 
Hu, i Hu. 
możemy wykryć w następujący sposób. 
Tak pochodne 
Ju Ju 
Edo. xut 3 
od, zn (9) 
jak і pochodne 
д à 
= ^ jg? (4) 


są funkcyami ilości (1) zależnych od ilości (2). Stosując więc 
4o funkcyj (3) i do funkcyj (4) wzór (5) $ 120-ego, mamy 


\ 
NE) "GE 
va д, 1 Of.) __ 
024 02 


Ju ) ( ди 

кы. ul д, х дє дг, dEn 

— SĘ ... sx RE 5 
b д, Men 2 02; : д2 4 (5) 


BY S ды 


-y+ E 
дг, Oza.  Qz, 02 
gdzie 
àz, x Е 
Ў = Ў онна =M 
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Zwiazki (5) i (6) moga byé tak przedstawione: 


PL NE ES Vu 


ЕЕ EA I—— b ZM 
02,403, — OrQ0z, 4ш LLI Oza * 


y "n Vu Vu Vu 
020z адл 44 дд, | Lnn 


Vu Wu 
дд | Br 
z pierwszego związku w drugi, otrzymujemy (*) 


Y чый; Vu u —M: Y= Vu Yu 
jo ^ dx — VLL, EnEn 


czyli 
Hu, = М?Н„,. 


zkad, podstawiając wyrażenie dla Ę = —— 


Posiada więc Hessian charakter niezmienności ($ 89). 


Hessian funkcyt jest jej niezmiennikiem, albo spółzmiennikiem. 


$ 128. 


Jeśli funkcya u jest jednorodną m-ego stopnia względem 
zmiennych z,,.., Za, to, jak wiadomo, 


ша -H Uata |... + Unin = mu. 


Stosując tez własność do funkcyj wi, из,..., un jednorodnych 
(m—1)-ego stopnia, mamy 


My Ti EE Uu, oto up ... -p UWE (m == 1)u,, 
СИЯ 4- Mg 223 -L ... EE Uz nin = (m = Dus, (1) 


EQUES Ca s W uei EIN. агар ЛАГ? 
Un ATA -H unata -- ... = Un, nin = (m — Dun. 


(1) HESSE, c. |., str. 89. 
30 
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Z tych n + 1 tożsamościowych związków 


A (—m1) Hum ku C+. Hu 2120, 


т — 1 


ш(— т -- 1) ES U4 4T4 UTA +... + шап = 0, (2) 


Uun(— т -]- 1) =+ Uy aa + Up, sa -- "TE -- Un пп =% 
jednorodnych względem n--1 ilości 


— (m —1), zi, 23... Zn, (3) 


wypada ($ 76) 


и, ШЕТ LINT 


Uns, Muss, Un,n 


llošcia dołączoną w tym wyznaczniku do pierwszego głównego 
elementu jest wyznacznik ($ 126) symetryczny H,. Jeśli zaś 
ilość dołączoną w wyznaczniku H, do elementu wj, naz- 
wiemy Н, to, stosując do powyższego wyznacznika (syme- 
trycznego) D rozkład $ 93-ego według elementów pierwszego 
jego wiersza i pierwszej kolumny, mieć będziemy 


m— 1 


= Hu — Уши) = 0 І (4) 
Hj 


G= 1,..., п; J=l,.., n), co można ($28) i tak przedsta- 
wić (*): 


(!) Hesse, Ueber Curven dritter Classe und Curven dritter Ordnung 
(CRELLE, Journal, t. XXXVIII, str. 242, wzór 4.). 
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mu 
m— 


1? Up ye, Un 0 ‚ Ug ,... Му 
9; Haase, Мул 3 Ui, Щаз...) Un 


0%, Un». Мил Un, Una, Unm 


Jeśli ilości dołączone w wyznaczniku D do elementów wi 
і wik nazwiemy odpowiednio U, i U;k, to wyznacznik dołą- 
czony (Š 65) do wyznacznika D jest ($ 91) także symetryczny, 
i tak on, jak i jego wyznaczniki częściowe drugiego i wyższych 
stopni, są równe zeru ($ 69), to jest 


Ui = Uii 
Hy, U, , U: эө U, 


ИРЕ Ui Нуу О, а 
Us, Usa, Us,a,.., Urn |0; 


Ui. Uin Usny Una 


Hu, Ui ° ą 22 
| | - B,U; ; — U? = 0; U, = VHaV Uii 
U; , Ui, 
Ui, Uij 


== U;,;;U;; — Uit = 0; U; = VU VU 


Z powodu równości zera wyznacznika D układu równań (2), 
wartości ilości (3) są ($ 76) proporcyonalne względem ilości 
dołączonych w wyznaczniku 1) do odpowiednich spółczyn- 
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ników któregokolwiek z równań (2). Będzie więc wogóle, 
uwzględniając powyższe wyrażenia dla U; i Ui, 
—(m—41):2,:25:..:24 = Hu: U, Uz: Un, 
= JH, : VU, : VUsa:... :VUnn, 
zz us 44.1 Ula; 
ткай otrzymujemy wyrażenia (!) 


Ti 


MT Za 


Hu, 


Ë; = "W 
U= (т—1)? бе 
Wyznacznik dołączony do wyznacznika H,, to jest wyznacz- 
nik ($ 66) 
Bi tów; Н,» 


n—1 
. = Н, , 
Ноо; Нал 


jest także symetryczny ($91) i jest funkeya n(n—1)(m—2)-ego 
stopnia względem zmiennych zi,..., Zn. 


$ 129. 
Ponieważ Hessian funkcyi u jest ($ 126) Jakobianem jej 


pierwszych pochodnych 


шщ, U2y..., Un 


(1) Hrsse, Ueber die Wendepuncte der Curven dritter Ordnung 
(CRELLE, Journal, t. XXVIII, str. 103, wzór 80). Ueber Curven dritter 
Classe und Curven dritter Ordnung (str. 242, wzory 5). 
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względem zmiennych 
Ti, Tas... Tu, 
to, według twierdzenia $-u 116-ego, mamy tu: 


Jeśli między pochodnemi pierwszemi jednorodnej funkeyi wzgle- 
dem zmiennych istnieje związek, od zmiennych niezależny, to Hes- 
sian funkcyt jest tożsamościowo równy zeru. 


Jeśli Hessian funkcyt jednorodnej jest tożsamościowo równy zeru, 
to między pochodnemi pierwszemi funkcyi ma miejsce związek, 
niezależny od zmiennych. 

Jeśli między pierwszemi pochodnemi funkcyi jednorodnej u - 
istnieje względem nich jednorodny i liniowy związek, niezależny 
od zmiennych, 


ац —E азиз + ... -H antin = 0 (1) 


(więc ai, Qa... An są stałe), to, stosując do funkcyi w prze- 
kształcenie liniowe 


т =a фа m 
Xa = 2: + аз Ins 
(2 
Хра = Zn -- Anîn, 
In = On Zn» 


mieé bedziemy wogóle 


du _ ди дл, du Oa , ди Za 


Of u—, Con En dzy” 
czyli, według (2), 


гы == aqu, + ... -H aua F antn =0 
n 
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na mocy założenia (1). Funkcya więc u, po uskutecznieniu 
przekształcenia (2), niezalezy od zmiennej z, i jest tylko funk- 
суа n — 1 zmiennych zy, z5,..., Zn—4- 


Jeśli między pierwszemi pochodnemi jednorodnej funkcyi n 
zmiennych istnieje związek względem tych pochodnych jednorodny 
i liniowy, a od zmiennych niezależny, to dana funkcya może być, 
` po uskutecznieniu liniowego przekształcenia, wyrażoną jako funk- 
cya n —4 zmiennych (*). Np., gdy 


u = 2? +- Ay! — 9:# + Żyz + zz — dry; 


d 

jj =u = Że — By +2, 

ди ә, " 
j = u Bi, 
x end =— 4:942; 


lecz tu 


2u, + u + w = 0, 


więc naprzód 


= E 
H=|—5, 8, =0, 
MES Wm 


a nastepnie, stosujac do funkeyi w przeksztalcenie liniowe 
z=t--at=|+%, 
у=» + a =n + $, 
z= а= $, 


(1) Hesse, Ueber die Bedingung, unter welcher eine homogene ganze 
Function von n unabhängigen Variabeln... (CRELLE, Jour., tom XLII, 
str.122). 
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znajdziemy 
u == (z — 22)? + A(y — z)? — 5(z — 2z)(y — 2) 
= E: + ky? — 5b. 


$ 430. 


Gdy funkcya jednorodna u, zależna od n zmiennych 

Lis Da, Zn; (1) 
skutkiem liniowego przekształcenia może być wyrażona za po- 
тоса n—1 tylko nowych zmiennych 

Ziy Z2, > Zn—45 
to Hessian funkcyi u względem zmiennych (1) jest tożsamościowo 
równy zeru (t), gdyż według $ 127-ego, 

Hu, = Hu, Dra 


wyznacznik zaś H,, jest tozsamošciowo równy zeru, gdyż 
w nim, na mocy założenia, 


Vu Vu Yu 


былш дюн | ERE. — 


Gdyby dana funkcya u była funkcyą jednorodną drugiego 
stopnia (m=2) względem n zmiennych (1), to, według wzo- 
rów (1) $ 128-ego, 

ua di + Uata |... Eu Ut пп = ur, 
Uz La + изз F . . | + ust = us, 


2) 


| Un ATI -- Un aa — ... -- Un nTn = Un. 


(1) HESSE, 1, c., str. 119. 
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W wyznaczniku tego układu równań liniowych 
Vaya, aun 
=н, 


Ида...» ип т 


tak każdy element wik, jak i jego ilość dołączona Н; sa 
w naszym przypadku stopnia zero względem zmiennych, czyli 
ilościami stałemi. Z układu zaś równań (2) mamy ($ 71): 


Нек = Н, uu, + Ha киз +... + Нил. 


Ztąd wypada, że, jeśli tożsamościowo H=0, ma miejsce 
związek 


Н, ш + Низ +- ... H Haus = 0 


jednorodny i liniowy względem pierwszych pochodnych funk- 
суі u і ой zmiennych niezależny, a temsamem ($ 129) funk- 
cya u może być wyrażoną przez n — 1 zmiennych. 


Jeśli Hessian funkcyt jednorodnej, kwadratowej, ilukolwiek n 
zmiennych, jest tożsamościowo równy zeru, to między pierw- 
szemi jej pochodnemi istnieje względem tych pochodnych jednoro- 
dny związek liniowy, od zmiennych niezależny, i funkcya za pomocą 
liniowego przekształcenia może być przeobrażona na funkcyę jedno- 
rodna n—1 zmiennych. 


Jeśli u jest funkcya jednorodną podwójną jakiegokolwiek 
stopnia, to 


шай F ш а®» = (m — 1)щ, 


Ws aT, EE из gle = (m — Tus , 
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i, przy 
йа, Ue 
= п, 
Иза, Из, 
jest 
Hz, s= (m — 1)(ши» a ж Y изи 2). (3) 


Jeśli tożsamościowo H = 0, t.j. 


Ui aua a — Myje? — 0, czyli Wwa Uys = Ma: Vas, 


to ze związku (3) wypada 
M (Ma з — Uat a = 0), czyli шім = Uys Un. 


Związek zaś 
U Us — Ui a $ 4,9 = 44:025, 
to jest 
. ди, , диз _ QU, , диз 


może mieć miejsce tylko wtedy, gdy stosunek ш, : из jest od 
ilości tak z,, jak z, niezależny, czyli : gdy jest stały. Nazy- 


wając tę stałą wartość stosunku przez — 2, mamy 
1 


ащ -- Azua == 0, 


a tem samem ($ 129) funkcya u może być wyrażona jako funk- 
cya jednej zmiennej. 


Jeśli Hessian funkcyi podwójnej, jednorodnej, jakiegokolwiek 
stopnia, jest tożsamościowo równy zeru, to między pierwszemi jej 
pochodnemi istnieje związek jednorodny i liniowy wzgledem tych 
pochodnych, niezależny od zmiennych, i funkcya za pomocą linio- 
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wego przekształcenia może być przeobrazoma na funkcyę jednej 
zmiennej, bedaca jednomianem (!). Np. 


и = 81% — 36z?y + 5422 — 21y5; 
48r — 12y, — "2r + 108у 
E 


H— —0, 
— 72x -L108y, — 108z — 162y 


u, —24z? — Try + 542, 
из = — 362? + 108zy — Bly?. 


(1) Ta własność formy podwójnej ipoprzedzająca formy kwadratowej sa 
szczególnemi własnościami, odwrotnemi względem ogólnej, wypowiedzia- 
nej na początku tego $-u. Ogólnej własności odwrotnej, t. j. że: «jeżeli 
Hessian formy z » zmiennemi jest tożsamościowo równy zeru, to ta forma 
za pomocą liniowego przekształcenia może być wyrażoną, jako zależna 
tylko od n — 4 zmiennych > usiłował dowieść Hesse (l. c., str. 119, 
iw Zur Teorie der ganzen homogenen Functionen, GRELLE, Journal, 
t. LVI, str. 263). — Pasca, Zur Theorie der Hesseschen Determinante 
(CRELLE, t. LXXX, str. 169), uważając dowody HEsSE'go za nieścisłe, do- 
wodzi prawdziwości tego t.z. «twierdzenia HESSE'go» dla sześciennych form 
tak potrójnych, jak i poczwórnych. GORDAN, Ueber einen Satz von Hesse 
(Sitzungsberichte der physikalisch-medicinischen Societät zu Erlangen, 
Heft VIII, str. 89; 1875) podaje spólnie z NogTHER'em obmyślany, wielce 
skomplikowany dowód dla form potrójnych. NOETHER, Ueber die algebrai- 
schen formen mit identisch verschwindender Hesse'scher Determinante 
(Sitzungsberichte... Heft VIIT, str. 51; 1876), również spólniez GORDAN'em, 
w inny sposób dowodzi, ze to twierdzenie ma miejsce dla form potrójnych 
j poczwórnych, i podaje (str. 56) przyklad, który wskazuje, Ze to twier- 
dzenie nie jest ogólne. Mianowicie, jeśli А,В,С sa podwójne formy р.-едо 
stopnia (>1) zmiennych ayi ©», takie, że nie istnieje między niemi 
liniowy związek, od zmiennych niezależny, to wtedy Hessian funkcyi 


TA + m, B + аҳ 


widocznie jest tożsamościowo równy zeru, chociaż między pierwszemi 
pochodnemi tej funkcyi nie zachodzi żaden związek liniowy, niezależny od 
zmiennych. 
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więc 
Зи, + 2и —0, 
a po podstawieniu 
c=t+-3, 
у= %, 
wypada 


u=8(z — : y? 


u = 883, 


š 434. 
Jeśli mamy , wogóle, niejednorodna funkcyę / stopnia m-ego 
względem n — 1 zmiennych 
Ta, Way, Cn; 
to podstawiajac w nia zamiast tych zmiennych odpowiednio 


T. dą Tn—1 
Za. cr os r 
Un Tn Tn 


i mnożąc przez ж", otrzymamy funkcyę jednorodną stopnia 
m-ego względem n zmiennych 


Zi, Tay LET Tn › 


którą nazwijmy u; funkcya w przechodzi na funkcyę /, 
przy zn=f. 


Oznaczając , jak poprzednio, 


U 44 du =. 
A fi pO ui, 
Mf 0 
EST Гь КЕЛЕ 5» 
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mieć tu będziemy 


fi=uj, fiu=zuu 
przy wartościach 1, 2,...,n —1 dla liczb 7 il. 


Utworzymy wyznacznik n-ego stopnia 


VO ia fni 
— ñ , ha 3° °9 hin ar 


fa- fami fn 


0 ; Щщ s... Un—1 


Up, Myy sey Hui 


Un—1 Un—=1,13*** » Un—1,n—1 


albo 
ПРЕ АШНЫ ЖИД: |, тә 
(m — 1)u, , 1,1 , 11,2 وو‎ U1,n—1 
=== (m — 1)и» y мча b Mag з...) Мәп—( 


(m — Nun» Unit; Unt 2 Чап 


- (1) 


Dodajmy do elementów pierwszej kolumny ostatniego wyznacz- 
nika odpowiednie elementy drugiej, pomnożone przez — zy, 
elementy trzeciej, pomnożone przez — z4,..., elementy ostat- 
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niej, pomnożone przez — z,—,. Wtedy na mocy związków (2) 
$-u 128, jest 
mu — КЕЛДА . и\ , и» s... Uni 


— Cnlyn Una U, peres па 


= — Znan Uaa „U22 geess U2,n—1 , 


йа s Ui >» + + + Uim 


mu |Чл s "22 s + + ° Umi 


Uy 14, Unt, + : + y" n—tn—4 


Ln , шз Nu uui s Un 
Ua >» Mya у... Una s Un 
Tn 
em mium > а 55 srs S Ma | 
АЛ 


Un—4,43 Unca,2s + + + nt ny Un—i,n 


Pierwszy z wyznaczników po prawej jest ilością Hn,n. Co się zaś 
tyczy drugiego, to, postępując z nim podobnie jak poprzed- 
nio z wyznacznikiem (1), mamy 


U ; Ua po. + + „Un 


ща у M2 v, д 


Un—i,45 Un, + + + ›йп—{,п 
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(m—1)u;i, (m — 1), . . . „(т — tun 
4 шд + U, ‚++, lm 
Un—11 › Un—1,2 por. o5 „Un—1m 
XaUna, (nun, + ° » sTnlnn 
4 Ша ob Ue, Um n= т, 
==(— 1) SERE UH, 
Unit Un—i,35 + + + SU n—1,n—1 


Jest więc (*) 


Z tego tozsamosciowego związku okazuje się, że systemat war- 
tości zmiennych, zadosyć czyniący dwu równaniom 


ко 1 VSG 
zadosyć także czyni równaniu 
| Н==0; 
że zaś równanie u = 0 jest tem samem równaniem, co /= 0, 
więc ze związku (2) wypada, że układ równań 
(=й RAZU 
jest jednoznaczny z układem równań 


umm. HZ, 
i odwrotnie. 


(1) Hesse, Ueber Curven dritier Classe und Curven dritter Ordnung 
(CRELLE, Journal, t. XXXVIII, str. 242, wzór 5 па 03,3). Porów. str. 516. 
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Jeśli n=3, z; =1, zaś шү і z, sa prostokatnemi spół- 
rzędnemi bieżącemi punktu, to równanie 


Lzz% 


przedstawia ogólne równanie krzywej płaskiej m-ego porządku, 
której promień krzywości р w punkcie (z, zs) wyraża sie 
przez znany wzór 


3 
ТЕГА | (30 
p > M Ve) Fla ууа" 
угум „у oW W; AYN 
silia) ер M, мє az is) 
czyli 
3 
== „Йе 
haf?—3fi affe Ра? 
Lecz 
O fan fs 
WI a — fiffa —— fü fiis fia == V, 
fa: faw В, 
wiec 


BNET. 
V ЕД 


W razie, gdy (Z,, £2) jest punktem przegięcia krzywej /==0, 
p=, czyli V=0. 


Gdy więc u jest jednorodną funkcyą zmiennych z zs, 23, 
przechodzącą na funkeye f, przy 2 —1, to powiemy, ze: 
punkty przegięcia krzywej /= 0, czyli u=0, są wyznaczone 
przez równania 


http://rcin.org.pl 


528 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 
czyli, na mocy powyżej dowiedzionego, przez równania (*) 
Ща, 14,2) Шз 
u=0, H-]|u,, la, изз | =O. 
Us4, Myo, Изз! 


Lecz równanie H=0 przedstawia krzywą porządku 3(m—2)-ego 
(8126), więc punkty przecięcia (?) krzywych u=0 i H=0 
są jednocześnie punktami przegięcia danej krzywej (°) «u= 0, 
czyli : krzywa m-ego porządku posiada wogóle, co najwyżej, 
3m(m—2) punktów przegięcia (*). Jeśli m=3, to 3m(m—2)—9, 
czyli krzywa trzeciego porządku posiada 9 punktów przegięcia. 
Zważywszy, że H = 0 przedstawia krzywą trzeciego porządku 
i ze dwie jakiekolwiek krzywe trzeciego porządku posiadają 9 
punktów przecięcia, możemy wszystkie krzywe trzeciego po- 
rządku, przechodzące przez punkty przegięcia krzywej trzeciego 
porządku u=0, przedstawić przez równanie 
au -+ 8H = 0, 

przy dowolnych stałych e i f, oraz wnieść, że : wszystkie 
krzywe trzeciego porządku, które przechodzą przez 9 punktów 

(!) Podstawiając w powyższe wyrażenie na ç wartość dla V, która tu, 
według (2), jest: 


1 


V=— ——— 
(m — 1 


mamy (HESSE, |. €., str. 243) 


— (m — 4 (u,? + użyć 
H 

(3) Liczba spólnych rozwiązań dwu równań: u=0i H=0, jestilo- 
czynem ich stopni, więc: 3m(m— 2). 

(3) Hesse, Ueber die Wendepuncte der Curven dritter Ordnung. 
(CRELLE, Journal, t. XXVIII, str. 104). 

(4) PLUEKER, Solution d'une question fondamentale.. (CRELLE, 
t. XII, str, 105). 
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przegiecia pewnej krzywej trzeciego porzadku, przecinaja sie 
wzajemnie w punktach przegiecia (!). 


Jeśli n=4, z,= 1, zaś дү, ta, Z, są prostokatnemi spół- 
rzędnemi bieżącemi punktu, to równanie 


f=0, 


przedstawia ogólne równanie powierzchni m-ego porządku. 
A gdy promienie krzywości dwu przęcięć głównych przez 
punkt (ty, Zs, zs) Oznaczymy przez р, і fa, to, według 
znanego wzoru (*), 
2 2 22 
fifs— (A +ñ +6) А 
gdzie 
0, f. , f: , fa 
fis fas fis fis 
fa fass f, Ёз 


f, fans Вз, fa 


Dla punktów tej powierzchni, w których jeden z promieni р, 
lub рз jest nieskończenie wielki, t. j. dla punktów przegięcia 
powierzchni (czyli jej punktów parabolicznych), jest więc V=0. 
Jeśli zatem przez u oznaczymy jednorodną funkcyę czterech 
zmiennych z,, Zs, 23, Za, przechodzącą na funkcyę f, przy 


(1) Hesse, |. c., sir. 107. Те własność posiadają krzywe tylko trzeciego ) 


porządku, gdyż | Hegan jest tegoż samego stopnia co funkcya tylko wtedy, 


gdy funkcya jest formą potrójną sześcienną, lub czwartego stopnia po- / ' 


dwójną. š 
(2) Albo, według (2), 


—1)% 2 2 
ае sa Tum 


34 
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2 == 1, lo powimy, Ze: punkty przegięcia powierzchni /=0, 
czyli u=0, są wyznaczone przez równania 


fU 


czyli przez równania 
ЛАЛА Uí, Ша | 


Ua; Маз, 12,3, Uo 
= 


Иза, U3,9, Изз, Мз, 


| uias My, Цзу ща | 


Równanie H=0 przedstawia powierzchnię porządku 4(m—2)-ego 
($ 126), więc : punkty przegięcia powierzchni m-ego porządku 
leżą na powierzchni porządku 4(m —2)-ego (1), a linia prze- 
cięcia tych dwu powierzchni jest linią przegięcia powierzchni 
u=0, czyli linią jej punktów parabolicznych. 


-—— —— 


(1) HESSE, |. c., str. 104. 
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DODATEK 1. 


О WYZNACZNIKACH SZEŚCIENNYCH I WYZNACZNIKACH 
PORZĄDKU WYŻSZEGO. 


1. Mając danych n? elementów, nazwijmy je taz samą głoska 
z trzema wskaźnikami ('), np. ау, umówiwszy się, aby 


(!) Znakowanie z trzema wskaźnikami spotykamy już u VANDERMOND'a 
w Remarques sur les problèmes de situation (Mém. de Гас. de Paris, 
1771), a następnie u $owov'a w Mémoire sur les accélerations de divers 
ordres (Mém. de Гас. de S. Pétersbourg, t. VIII, 1864), co ich doprowa- 
dza do wyrażeń, będących wyznacznikami sześciennemi. 

Badaniem własności wyznaczników sześciennych i porządku wyższego 
zajmowali się: 

DE GASPARIS: Sur le déterminants dont les ćlements ont plusieurs 
indices («par Jean Blaise Grandpas», 1861); Sopra due teoremi dei deter- 
minanti a tre indice ed un altra maniera di formazione de gli elementi 
di un determinante ad m indice (Rendiconti dell'ac, di Napoli, t. VIN, 
1868). 

DAHLANDER: Om en klass funktioner, hvilka ega [lera egenskaper 
analoga med determinanternes. (Oefvers af K. Vet.-Ac., foerhendi. 1863). 

AnMENANTE: Sui determinanti cubici. (BATAGLINI, Giornale di mate- 
matiche, t. VI, 1868). 

PADOVA: Sui determinanti cubici. (BATAGLINI, Giornale, 1. V1). 

Zenruss: Ueber eine Erweiterung des Begriffs der Determinanten, 
(Frankfurt, 1868). 

GARBIERI: Determinanti formati di elementi con un numero qua- 
lunque d'indici (BATAGLINI, t. XV, 4577). 

GUENTHER (1. c., w drugiem wydaniu rozdział IX). 
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każdemu z tych trzech wskaźników nadawać każdą z n wartości 
буй: ээ SW 


Aby jednak formuły były wyraźnemi, piszmy, zamiast аук 
wprost (7, j,k), albo nawet (żjk) w razie, gdy wszystkie wskaz- 
niki są liczbami jednocyfrowemi, tak, że np. 


2. Te n3 elementów ustawmy w s/os sześcienny tak, żeby 
wszystkie n? elementów, mających pierwszy wskaźnik г, były 
w jednej i tej samej płaszczyznie (warstwie) np. poziomej, od 
wierzchu :-ej, żeby nadto wszystkie л? elementów, mających 


ten sam dragi wskaźnik у, były w jednej i tej samej J-ej od 


zewnątrz (z pewnej strony uważając) płaszczyznie pionowej, 
prostopadłej do płaszczyzny także pionowej od zewnątrz k-ej 
(z pewnej uważając sirony), zawierającej n* elementów, po- 
siadajacych ten sam wskaźnik trzeci k .Oznaczmy nadto kie- 


runek, w którym od płaszczyzny do płaszczyzny zmienia się 


538 


wskaźnik i od 1 do n, jakoleż te równoległe względem siebie 
płaszczyzny, przez I; kierunek, w którym się zmienia wska- 
¿nik / od 1 do n, jakoteż odpowiednie równoległe względem 
siebie płaszczyzny, przez 11; wreszcie kierunek, w którym się 
zmienia wskaźnik k od 4 do n, jakoleż odpowiednie równo- 
ległe względem siebie' płaszczyzny , przez Ш. Te płaszczyzny 
I, Ili HI nazywać będziemy płaszczyznami kierunkowemi. 

Tak np., gdy n= 4 (n? — 64), to układy elementów każdej 
z ezterech płaszczyzn przedstawią się (uważając te płaszczyzny 
kolejno od góry) lak : 


WYZNACZNIKI SZEŚCIENNE. 


(Ut), (MS, (113), (114), 
(121), (122), (123), (194), 
(131), (132), (133), (134), 
(141), (142), (143), — (1445 
(211), (212, (213), (214, 
320, (222, (223, (224, 
(234), (232), (233), (234), 
(44), (242), (243, (эм); 
90), (312), (313, (300, 
(331),. (322), (323), (394), 
(331), (332) (333, (334), 
(34), (342), (343, (344); 
(ИЧ), (из), (из, — (444), 
(421), (422), (423, (494), 
| (431), (432), (438), (434), 
| (441), (442), (143), (Hb. 


3. Z tych n3 elementów, w powyżej określony sposób usta- 
wionych w stos sześcienny, czyli z tego sysłemału sześciennego 
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elementów, utwórzmy iloczyny po n elementów, wybranych 
tak, aby w każdy iloczyn weszły elementy z każdej z » płasz- 
czyzn 1, z każdej z п płaszczyzn Il i z każdej z n płaszczyzn III, 
ale, aby w żadnym iloczynie nie było jednocześnie dwu ele- 
mentów jednej oddzielnej którejkolwiek z tych płaszczyzn. 
Jednym z takich iloczynów będzie np. iloczyn 


(1) (111)(222)(333)...(nnn). 


Jeśli nazwiemy liczbę 


1.2.3...0=N, 


to takich różnych iloczynów będzie N*. Wszystkie możemy 
wyprowadzić z iloczynu (1), niezmieniając jednych, np. drugich 
wskaźników, a przestawiajac w nim naprzód np. pierwsze 
wskaźniki elementów między sobą, a w każdym z tak otrzy- 
manych » iloczynów przestawiając wskaźniki trzecie między 
sobą. 

Iloczyn (1) poprzedźmy przez znak -|-. Innym zaś w sposób, 
powyżej opisany, zeń utworzonym iloczynom nadajmy znak —- 
lub —, stosownie do tego, czy summa dwu liczb : liczby zmian 
w układzie pierwszych wskaźników i liczby zmian w układzie 
trzecich wskaźników, jest parzysta, czy nieparzystą. Так np., 
przy n =4, iloczynowi 

(444)(123)(331) (242) 


wypadnie nadać znak —, gdyż w układzie pierwszych wskaź- 
ników 4132 jest zmian 4, a w układzie trzecich wskaźników 4312 
jest zmian 5, zaś 4--5—=9, liczba nieparzysta. 

4, Summa algebraiczna wszystkich tych N? różnych iloczynów 
po 4 elementów, poprzedzonych przez właściwe znaki, tworzy 
wyznacznik sześcienny (n-ego stopnia) danego systematu sześ- 
ciennego n? elementów. 
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Tak np., gdy п = 3, to mamy następujący wyznacznik sześ- 
cienny 3*=27 elementów o (1.2.3)*==36 wyrazach : 
IA), (142), (119), | 
(121), (122), (123), 
(131). (1382), (133) 


(240), (212), (213), 
ues (221), (222), (293), 
(931), (232), (233) 
(311), (312), — (313), | 
(321), (399), (393), | 
| (330), (332), (333) | 
= -E(111)(222)(333)—(111)(223)(332)— (112) (221) (333) 
-L(112)(223)(331)4-(143) (921) (332) —(113)(222) (331) 
—(111)(322) (2333) -(1 10) (323) (232)--(112) (321) (233) 
—(112)(323)(231)—(113) (321) (232)--(113) (322) (231) 
— (211)(122)(333)--(211)(123)(332)--(212) (121) (333) 
— (212) (123) (331) —(213)(121)(332)--(213) (122) (331) 
-E(211)(322) (133) — (214) (323)(132)— (212) (321) (133) 
-L(212)(323)(131)--(213) (321) (132) — (213) (322) (131) 
-E(311)(122)(233)—(311)(123)(232)-— (312) (121) (233) 
-L(312)(123)(231)4-(313)(121)(232)— (313) (122) (231) 
— (311) (222) (133)--(314)(223)(132)4- (312) (221) (133) 
—(312)(223) (13:4)— (343) (921) (132)4-(313) (222) (124), 
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któryby można tak oznaczać 


D= > =(111)(222)(333), 
czyli właściwie i 


D= ъа, „182 2,203 3,3. 


5. Jeśli we wszystkich wyrazach wyznacznika przestawimy 
wzajemnie pewne dwa pierwsze wskaźniki elementów między 
sobą, to liczba zmian odpowiadających układowi pierwszych 
wskaźników elementów każdego wyrazu powiększy się o liczbę 
nieparzystą ($ 19), skutkiem czego summa liczby zmian pierw- 
szych i trzecich wskaźników takoż powiększy się o liczbę niepa- 
rzystą, a tem samem wyrazy, które były dodatnemi, staną się, 
po owem przestawieniu wskaźników, odjemnemi, i wzajemnie. 


Toż samo będzie, jeśli we wszystkich wyrazach wyznacznika 
wzajemnie przestawimy pewne dwa trzecie wskaźniki między 
sobą. 


Gdybyśmy zaś we wszystkich wyrazach wyznacznika przesta- 
wili wzajemnie pewne dwa wskaźniki drugie między sobą, 
to zwazmy, że przestawienie w jakimkolwiek wyrazie np. 

(ala)...(de8)...(myu)... (rng) (1) 
dwu wskaźników drugich z i y, 

(alz)...(dy8)... (mcy)...(rnę), (2) 
jest jednoznaczne z przestawieniem jednoczesnem w tymże 


iloczynie (1) dwu wskaźników pierwszych d i m oraz dwu 
wskaźników trzecich 2 i p, 


(ała)...(meu)...(dy8)...(rnę) (3) 
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a wypadki tych działań, iloczyny (2) i (3), odróżniają się tylko 
porządkiem czynników. Liczba zaś zmian w układach pierwszych 
i trzecich iloczynu (3) powiększyła się, według powyższego, 
o summe pewnych dwu liczb nieparzystych, czyli iloczyny 
(3) i (1) sa sobie równe i przez ten sam poprzedzone znak. Aże 
iloczyn (2) jest tymże samym iloczynem (3), więc i iloczyn (2) 
mieć będzie tenże sam znak, со iloczyn (1). Toż samo со do 
każdego wyrazu wyznacznika. 


Według więc przyjętej tu zasady (nr. 3) przy określeniu 
wyrazów wyznacznika, wypada powiedzieć : 


Wyznacznik sześcienny zmienia znak, jeśli wzajemnie przesta- 
wimy dwie płaszczyzny 1, lub też dwie płaszczyzny 111. 


Wyznacznik sześcienny nie zmienia znaku, jeśli wzajemnie prze- 
stawimy dwie płaszczyzny M. 


Będzie więc np. wyznacznik D nru 4-ego 


(143), (12) (111) 
| (123), (122), (121) 
| * (133), (132), (131) 


(3413), (212), (211) 
| (223), (229), (991), 


= 
(233), (232), (231) 
(313), (312), (311) 
| (323), (322), (321) 
| (333), (232), (381) 
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(111), (112), (413) | 
(131), (132), (133) 
(191), (192), (123) | 


(211), ú (949), | (213) 

=+ (231), (232), (233) ` 
(221), (222), (233) | 

(311), (312), (313) 

| (331), (332), (333) 

| (321), (322), (393) | 


czyli 
> 2-(111)(222)(333) = — s = (113)(222)(331)— 
=--$ =(111)(232)(323), 


Ztąd jeszcze wypada : 


Wyznacznik sześcienny jest tożsamościowo równy zeru, jeśli 
dwie płaszczyzny 1, lubteż dwie płaszczyzny NI, maja wszystkie 
elementy odpowiednio sobie równe. 


6. Zgodnie z wyżej podanym -(nr. 3) sposobem tworzenia 
wyrazów wyznacznika z wyrazu głównego (111)(222)...(nnn), 


i па mocy drugiego z twierdzeń nru 5-ego możemy powiedzieć : 


Wyznacznik sześcienny n-ego stopnia może być przedstawiony 
Јако summa 1.2...n zwykłych (płaskich) wyznaczników n-ego 
stopnia (!), biorąc dla utworzenia oddzielnego wyznacznika 


(1) DAHLANDER, l, €., str. 300. 
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z każdej z równoległych (w pewnym kierunku) płaszczyzn ko- 
lejno coraz inne rzędy równoległe. Tak np. 


(111), (112) (191), (122) 
х = (111)(222)=| | , 
(231), (229) ' (210), (212) 
(111), (112), (113)! auo. (112), (118)| 
£ = (141)(222)(333)— (221), (222), e) + (231), (232), (233) 
(331), (332), (833) lga ), (322), (323) 


|0191), (122), (123)| | 121), (122), (123) 
(211), (212), (213) |4-| (230), (232), (233) 
(331), (332), (333)| |(311), (312), (313) 


— 


(131), (132), (133)! (13, (132), (133). 
+ (211), (212), (213) +-|(221), (222), (223). 
(320), (322), (323) | D, (342), (313) 


1. Iloczyn dwu zwykłych (płaskich) wyznaczników jest wy- 
znacznikiem sześciennym. 


Gdy mamy dwa zwykłe wyznaczniki n-ego stopnia : 
LN sa: sry | |b... Gł « Mn 
AS. owe. rtf B=|. 


| | 
| nds + + Anm] ык nal 
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to ich iloczyn 


04,4044 ]-...-]- 04,01, „ааа. Fa бп» 


АБ = Ces: ааа ‚аз айа +-.. Podaj: 


| an APA а-{}Е...—Еав nb, луп adna. An nbn, | 


jak wiemy (S$43, 44), rozłożony być może na n" wyznaczników- 
składników ($ 28), z których tylko 1.2.3...n jest różnych od 
zera ($ 30). — Utworzymy wyznacznik sześcienny D, którego 
równoległe w pewnym kierunku płaszczyzny niechaj będą 
utworzone przez elementy : 

pierwsza 0,4014, Gba... ТЕЛ? 


mabi a 0250452, . . . ydo nb п» 


апай а, аң 204,5, Pani sOn, nbin 


druga 0,4024, aba . . < LP OR 
03,4024, aa bz . . . slz ną т» 
An 303,4, апа, эз, mE sn nbs n; 


it. d. (wogóle elementy ¿-ej płaszczyzny wyznacznika D sa 
elementami wyznacznika A pomnożonemi : elementy pierwszej 
kolumny przez bia, drugiej przez б... ostatniej przez b, л). 
Z tak utworzonego wyznacznika D biorąc z tych płaszczyzn 
kolejno coraz inne rzędy (kolumny owe) równoległe, otrzy- 
mamy ('), według ustępu poprzedzającego, 1.2...» płaskich 


(!) PADOVA, (1. c., str. 183). 
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wyznaczników składników, będących jednocześnie różnemi od 
zera wzmiankowanemi powyżej składnikami wyznacznika С, 
Zatem 


8. Jeśli, rozwinawszy wyznacznik sześcienny n-ego stopnia, 
oddzieliimy wszystkie wyrazy, w które wchodzi element ау, 
a w nich ten właśnie czynnik wyłączymy za nawias, to w na- 


2 


wiasie powstanie summa (к) wyrazów, а w kazdym wyra- 
zie n—1 czynników, nienależących do t-ej z płaszczyzn I, ani 
do j-ej z płaszczyzn I, ani do k-ej z płaszczyzn III, tak, że wyra- 
żenie w nawiasie będzie wyznacznikiem sześciennym (n— 1)-ego 
stopnia stosu sześciennego elementów, powstałego z danego 
skutkie musunięcia i-ej płaszczyzny I, 7-ej płaszczyzny П, oraz 
k-ej płaszczyzny Ш. Ten wyznacznik (n—1)-ego stopnia, 
może być wraz ze znakiem, z jakim go wziąć należy, wyrażony 
przez pochodną danego wyznacznika szesciennego 


D =I алл. dann 
względem (wyraźnego) ау, lo jest przez 


әр 
да; j,k Р 


Aby wyznaczyć znak, z jakim powinien być wzięty ten 
wyznacznik sześcienny (n — 1)-ego stopnia, żeby przedstawiał 
dokładnie spółczynnik przy «i,j, w danym wyznaczniku D, 
zwazmy, że możemy J-a z płaszczyzn 11 przestawiać kolejno 
z płaszczyznami równoleglemi do niej, przed nia będącenii, 
co nie wpłynie na zmianę znaku (ustęp 5). Skutkiem tego 
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przestawienia pierwszą pionową płaszczyzną П będzie 
(M jA; Uj ауу je Cajus 


аз ўа, ijs e. Ajke a jn; 


УУ 


(ijay ij, er9 Фук.) Чут, 
ROME PT ESO vi LES CEN Му 


nj, Un,j 29° +*> nj ks Unj, 


Gdybyśmy teraz i-a poziomą płaszczyznę przesuwali w górę 
dotąd, dopóki ona nie stanie się pierwszą, to za każdem 
przestawieniem jej z płaszczyzną, nad nią będącą, wyznacznik 
zmienia znak (ur. 5); zatem, po uskutecznieniu tych ¿— 1 
przesunięć, wyznacznik zmieni (2 — 1) razy swój znak (š 25). 
Robiąc to samo następnie z k-tą pionową płaszczyzną Ш, znaj- 
dziemy, że wyznacznik zmieni znów swój znak ķ— 1 razy. 
Ostatecznie więc (!) spółczynnik przy аруу w wyznaczniku 
sześciennym D będzie przez 


i—1+k—1 i+k 


(— 1) =(— 1) 
pomnożonym wyznacznikiem, powstającym z D, przez opuszeze- 
nie i-ej płaszczyzny L, j-ej płaszczyzny M, orazk-ej płaszczyzny MI. 


To daje nam możność rozłożenia wyznacznika sześciennego 
według n* elementów którejkolwiek z płaszczyzn kierunkowych. 


(1) GUENTHER przyjmuje inną zasadę rozumowania, co prowadzi go do 
błędnego twierdzenia, tak, że йр. rozwinięcie wyznacznika X-+(111)(222) 
na str. 190 (l. c.) jest, co do znaków, inne, niź na str. 189, a w drugim 
wierszu rozwinięcia wyznacznika > Æ (111)(222)(333) znaki (str. 190) 
powinny być wprost przeciwne. ARMENANTE (l, c. str. 177), nieuwzgled- 
niając, że jeden szereg wskoźników winien być niezmienny, błędnie 
wyznacza znak. 
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Np. rozkładające wyznacznik z =(111)(222) według elementów 
drugiej płaszczyzny I, mamy 


-4 )221)(112( — )212)(121( + )211)(122( س = )141)(2232( =z‏ د 
.)222)(111( + 


9. Opierając się na tym rozkładzie wyznacznika sześciennego 
według elementów płaszczyzny kierunkowej,łatwo dowieść, że 


L4 

Aby wyznacznik sześcienny pomnożyć przez jakakolwiek ilość, 

należy przez nia pomnożyć wszystkie elementy jednej którejkolwiek 
z jego płaszczyzn kierunkowych. 


Jeśli wszystkie elementy jednej płaszczyzny kierunkowej są sum- 
mami m składników, to wyznacznik dany może być rozłożony na 
summę m składników, z których każdy jest także wyznacznikiem 
sześciennym tegoż samego stopnia, co dany. 


Jeśli wszystkie elementy wyznacznika sześciennego z jednej strony 
którejkolwiek z płaszczyzn przekątnych stosu sześciennego elementów 
są zerami, to dany wyznacznik sześcienny redukuje się do poprze- 
dzonego właściwym znakiem wyznacznika zwykłego (płaskiego) 
elementów, znajdujących się w owej płaszczyznie przekątnej. 


10. Pochodna pierwsza wyznacznika sześciennego względem 
elementu przedstawia ilość, dołączoną w tym wyznaczniku do 
owego elementu (nr. 7). Podobnie znaleźlibyśmy, że m-ta 
pochodna wyznacznika sześciennego n-ego stopnia przedstawi 
dokładnie wyznacznik dopełniający, (n — m)-ego stopnia, odpo- 
wiedni wyznacznik częściowy, m-ego stopnia, danego wyznacz- 
nika sześciennego. 


Przy pomocy tych wyznaczników częściowych moglibyśmy (*) 


(1) ARMENANTE (I. €., str. 180). 
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uskutecznić rozkład wyznacznika sześciennego według wyznacz- 
ników częściowych pewnej kombinacyi płaszczyzn równoległych 
(8 51), odnaleść odpowiednie uogólnienie twierdzenia wyznacz- 
nikowego ($55), oraz różne odpowiednie wnioski wyprowa- 
dzić. Wyrażenia te jednak byłyby wielce złożone, a przedsta- 
wienie ich należyte nie byłoby tu całkiem usprawiedliwione 
ważnością ich zastosowań. 


* 11. W podobny sposób, jak powyżej, przy pomocy trójwskaz- 
nikowego znakowania elementów, doszliśmy do wyrażeń wy- 
znacznikowych sześciennych, możemy również, oznaczając n" 
elementów przez tę samą głoskę z m wskaźnikami, ulworzyć 
wyrażenie, będące wyznacznikiem m-ego porżądku, n-ego 
stopnia. 

Jeśli same tylko wskaźniki, bez głoski, pisać będziemy, to 
wyraz główny takiego wyznacznika jest 


+ (1, 1,..., 11m)(2,2;..., 20)... (n, п,... ‚ t). 


Jako odpowiadającą rzędowi elementów w wyznacznikach 
płaskich, a płaszczyznie elementów w wyznacznikach sześcien- 
nych, przyjmiemy tu « warstwę » elementów posiadających 
pewien jeden (z któregokolwiek «szeregu» wskaźników) ten 
sam wskaźnik. W wyznaczniku jest więc n warstw « równo- 
ległych» w pewnym «kierunku» а w każdej п"—! ele- 
mentów. 


Aby z wyrazu głównego utworzyć pozostałe, przyjmijmy, że 
pewien пр. g-y szereg wskaźników, t.j. lip, 2(5,..., nj, WCIĄŻ 
pozostaje niezmiennym (*) (te » warstw 4-ego kierunku nazy- 


(1) Jeśli wyznacznik jest nieparzystego porządku, to najdogodniej przy- 
Jać, że środkowe wskaźniki są nieporuszane przy rozwijaniu wyznacznika. 
Na niezmienność wskaźników pewnego szeregu zwrócił uwagę ZEHFUSS 
(l. c.), który, dla odróżnienia, oznacza je liczbami rzymskiemi. 
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wać będziemy «stalemi >). Przestawiajmy zaś we wszelki 
możliwy sposób : wskaźniki l-ego szeregu między sobą, 2-go 
między sobą ,...,( — 1)-ego między sobą, (g-1- 1)-ego między 
sobą ,..., m-ego między sobą. Skutkiem tego, jeśli nazwiemy 
14.2. == N, 
wyznacznik mieć będzie 
Nm—t 


wyrazów. Znak każdego wyrazu określimy w ten sposób. Jeśli 
w /-ych wskaźnikach ma miejsce p, zmian, to wyraz posiada 
znak -- lub —, stosownie do tego, czy odnosząca się do tego 
wyrazu summa 


p + Pa + = H Pai F Pisi + ++. + Pm 
jest liczbą parzystą, czy nieparzystą. 
Z lego jeszcze wypada, ze: 


Wyznacznik zmienia znak, jeśli dwa wskaźniki, odpowiada- 
jace pewnym warstwom nie będącym stałemi, wzajemnie jeden 
przez drugi we wszystkich wyrazach zastąpione zostaną. 


Jeśli we wszystkich wyrazach wyznacznika wzajemnie jeden 
przez drugi zastąpione zostaną dwa wskaźniki, odpowiadające 
warstwom stałym, to wyznacznik, stosownie do parzystości 
Jub nieparzystości jego porządku, zmienia znak, lub nie zmie- 
nia znaku. 


Wyznacznik porządku parzystego jest zerem, gdy elementy 
dwu jakichkolwiek warstw równoległych są odpowiednio te 
same; w razie zaś nieparzystości jego porządku jest wtedy 
zerem, gdy owe o odpowiednio jednakowych elementach 
warstwy nie są warstwami stałemi. 


Mnożąc wszystkie elementy pewnej warstwy wyznacznika 


35 
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przez ten sam czynnik, tem samem mnożymy dany wyznacznik 
przez ten czynnik. 


Jeśli wszystkie elementy pewnych warstw a, 5,..., e (równo- 
leglych lub nie) sa summami odpowiednio sa, s,,...,s, składni- 
ków, to wyznacznik może być wyrażony jako summa  sas;...s. 
składników wyznaczników (tegoż, co dany, porządku). — 


Wyznacznik wyższego porządku można także rozłożyć we- 
dług n"—' elementów jakiejkolwiek, np. r-ej warstwy. Spół- 
czynnik każdego elementu będzie wyznacznikiem tegoż samego 
porządku, lecz o jedność niższego stopnia, powstałym z danego 
przez opuszczenie m różnokierunkowych warstw, zawierają- 
cych ów element, wziętym nadto z właściwym znakiem. Tak 
spółczynnik elementu 


ЕТЕКТЕ 
będzie miał znak (*) określony, przy m nieparzystem, przez 
(= TEN E Yer każ, ГА lea dub; 


(!) GUENTHER (L c., str. 194) podaje inne prawidło ogólne na określe- 
nie znaku tego spółczynnika. O błędności takowego przekonywa choćby 
ta okoliczność, ze ono się nie sprawdza przy m=2, to jest, gdy dany 
wyznacznik jest płaskim. 

Już po opracowaniu tego Dadatku doszła mnie praca GARBIERI ego, 
w której znajduje się inna ogólna formuła na określenie tego znaku, zgodna 
jednak z podanemi powyżej. Gdy bowiem oznaczymy 


i+. Tio Fin=i, 


to znak, wedlug GARBIER’ego (l. c., str. 99), będzie (lak przy parzys- 
tem jak i nieparzystem m) określony przez 


temy 


— 1) 
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a przy m parzystem, przez 


eti „ti teti 


A ag apo r m 


i,t. 
(D 
W razie, gdy elementy wyznacznika D są od siebie niezależne; 
to ten spółczynnik będzie wyrażony przez 


әр 


Ml; s : 
ei sere, ipto im 
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DODATEK II. 


ZASTOWANIA WYZNACZNIKÓW DO GEOMETRYI'. 


Jeżeli oznaczymy 
о yt, Hozzótym+z Боа ут Fa, 
а= 200, паат, Баа ути, 


Іза tynt аала matte, l= tyes, 


(4) W badaniach geometrycznych tak przedstawienie związków, jak i ich 
przekształcanie i roztrząsanie znakomicie się ułatwia przez zastosowanie wyra- 
żeń wyznacznikowych. Rozejrzeć się jednak w ogromie prac w tym kierunku, 
ugrupować ich rezultaty i takowe wykładem systematycznym powiązać ze sobą: 
pracito wymagająca czasu bardzo wiele i odpowiednia przy opracowaniu 
oddzielnego studyum z takim celem. Ze ścieśnionego zaś założenia, jakie lu 
może być postawione, mianowicie : wskazać czytelnikowi zastosowania wlasno- 
ści wyznaczników do badań geometrycznych najprostszych, najlepiej, zdaje sie, 
można się wywiązać, podając wyjątki z kilku odpowiednich prac poważnych, 
z których pierwsza (2) powszechnie, jako klassyczna, jest uważana. 

(2) Ustęp I stanowi przekład z opuszczeniem początku (określenie wyznacz- 
nika) i zakończenia (por. $ 64) pracy JoACHIMSTHAL'a Sur quelques applications 
des déterminants à la Géométrie (CRELLE, Journal, t. XL, 1850 r, 

(Wiele materyału odnoszącego się do naiprostszych zastosowań wyznaczni- 
ków do Geometryi, zgromadził Dosron Eléments de la théorie des Délermi- 
nants avec application à l'algébre, la trigonomćtrie et la geometrie 
analytique dans le plan et dans l'espace. Paryż, 1877, 

Wyznaczniki, jako jedno z narzędzi badania, są należycie uwzględnione 
w dziele ; SĄGAJŁO: Zasady Geometryi analitycznej według pracy PAiNvIN'a, 
Część I. Paryż, 1877. 


http://rcin.org.pl 


ZASTOSOWANIA DO GEOMETRYI. 549 


to mieć będziemy 


© ds, ' £, ш: bo lon ba 
ж, Vo a|- Fo no =» hii la |» (1) 
Wy ya % Ë, m, Cb Ibo bo ba 


czyli 
| e(h2— 2:2) + (аз — 02) + (дуз — шла) | (8o — т) + 


++ (ıa — E) + (илә — Emi) 
= loli alo — blı, +l Dali — lo ilo 2) 7, (Баһ —l la); (2) 


a wzór podobny odnosi się również do wyznaczników jakiegokolwiek 
stopnia. Można tego wzoru dowieść, rozwiązując dwoma różnemi sposo- 
bami równania 


h =% U +y V + W, U = £u -+ Fb + Ene, 
hı = oU + yiV + aW, V = ru + 19 maw, 
lą = a3U H узҮ + УУ, W = tu + b + з, 
gdzie и, v, w są niewiadomemi. Istotnie można albo zacząć od podsta- 
wienia wartości dla U, V, W w pierwszy układ, albo wyraziwszy U, V, W 
z pierwszego układu, podstawić wyrażenia znalezione w drugi układ. 
Porównywając wartości dla u, v, w, otrzymane temi dwiema drogami (1), 
albo tylko ich mianowniki, otrzymamy bezpośrednio wzór (1). 
Pewien szczególny przypadek zasługuje jeszcze na uwagę. Przyjmując 
ipt, y =n, etc. €lC.; 
kładąc nadto 
n= Hy, рол =% yy HZZ 
s=? +z, роз = £a yat zz» 
з= аз yo pz, p. a= 0Y 2 25, 


(1) Porównaj 2 84. 
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ze związków (1) i (2) otrzymamy 


» 3 


т, y i-o IR So , Po,» Po,2 
vs ye | = | ро, Svs Рі |; (8) 
©» Yz» 29 Pom» Pu» $2 


{утә — уз) zi — iz) + 2)2 y2 — уут) |? 


= 8ر‎ 152 — Sopa? — spo, — Po? 2Po1Po,2P15+ (4) 
Jest rownież 
©, у, s, t]? So» Pow Pos Pos 
Dy у, Za АҺ Po» Si s ро, Pis 
= (5) 
©, Y» I» h Po» фаз, $2, P23 
©з, 13, 53, tz !роз, фриз, pas 53 


Wartość wyznacznika po prawej jest 
83818283 — 8981] 2,5* —8383p, 0-2 -32sop, эр apa;aT- po, Pp» a2— ps, 1»,3po 204,5 
— 895p, —8:53po,5 H-25 po, spo, apa 7o *p1 3 — 2 po, ipa spo.api 2 
— SoSspi,2*— 5,52 0,34 -25»po, (Do sP1,3- Po 5^ 1,3 — 2 po opi sDo,pi 2 
+ 253po, 1po,3p1,2- (5 bis) 
Wszystkie te związki mogą być zastosowane do formuł Geometryi 
analitycznej, przedstawiających się pod postacią wyznaczników. Przytoczę 
tylko dwa wzory, mianowicie : na pole trójkąta i na objętość ostrosłupa 
trójkątnego, wyrażone za pomocą spółrzędnych prostokatnych wierz- 


chołków. Niechaj A przedstawia pole trójkąta o wierzchołkach (т, y), 
(01, Yı), (22, Y2); jest wtedy 


©, Wy, 1| 
EZA=Cy— cry CY ауз уау | ац, yn 1|; (6) 

| 

| 0, ys 1| 


albo, gdy poczatek jest w jednym z wierzcholków, 


а, У | > 
EDA = TY — Ty, = . 


z» yl 
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Objętość ostrosłupa, którego jeden z wierzchołków jest w początku ukladu 
może być wyrażona przez wzór znany 


T, Y, z | 
| 


zz 6P—an(yiza—- уә) (ауаз) Eyre | аң, yo | 


a w przypadku ogólnym przez wzór 


а, y, z, 1 


(7) 


|23, y» ^25 1 
Po podaniu tych zasad, przechodzę do rzeczy. 


2. ZAGADNIENIE, — Wyrazić pole trójkata za pomoca równań trzech 
boków. 


równania boków niechaj będą 
pmi + n = 0, 
UE - my, + n = 0, (8) 
\ PE + my +- n" =Ù, 


а (æ, у) punkt przecięcia drugiej i trzeciej prostej, (27, y’) wierzchołek 
przeciwległy drugiej prostej i (r”,y") trzeci wierzchołek trójkąta. Be- 
dziemy mieć widocznie dziewięć równań 


le 4- my + n=p, la! + ту + n 0, la" + ту" +n = 0, 
l'c4-m'y4-n'—0, атут" =p, l'a!+-m!” =r =0, 
l'--m"y4-n"-—0, Mamy n=, Wam" n" =p", 


gdzie p, p” i р” oznaczają trzy ilości różne od zera, których wartości 
niżej oznaczymy. 


Utwórzmy wyznacznik stron lewych i wyznacznik stron prawych i po- 
równajmy te wyrażenia. Wyznacznik prawych stron 
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jest pp'p". Wyznacznik stron lewych, wedłag (1), może być rozłożony 
na dwa czynniki 


aov PER R 
9a. wu cus ms di. 


a. y", 1 | i", m", n" 


z których pierwszy, bez wzgledu na znak, jest podwójnem polem trój- 
kata danego, czyli = zÈ 2A, Pisząc 


b m. 
N=|/, m, n |-—lmn'"—m'n)4-l(m"n—mn")J-l"(mn'—m'n), 
(9) 
I", m”, n" 
mieć będziemy 


` == 2NA = pp'p". (10) 


Wartość dla p znajdziemy, rugując © i y z równań 
lx + my 4- n — p — 0, 
lot- myn’ =0, 
"ату" =0, 
albo, co wychodzi na jedno, podstawiając n— p zamiast n w równanie 
N —0. To nam daje 
N = (l'm" — m'l")p і również 
N zx(l"m — Im")p', 
N = (lm — ml')p: 


1 N2 1 
=== ——— — rn——r ——ə— > —— zz ———— 
А 779 (I'm''—l'"m^y(l"m—lm"ylm'— (т) + 20 AN ^ w 


дп n! Mm” 


= 
[24 
z 


Przydatek (1). Łatwo teraz znaleźć wartości boków. 


(1) «Corollaire. » 
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Niechaj f będzie dlugošcia boku przedstawionego przez pierwsze 
równanie (8), a т odpowiadająca wysokością; mieć będziemy 


fr = 2А, 
Mn du p == N Y 
Pm? Pm = + 
+ y, VB т 
zkad 

VEF m2N 

[=== ON ON 

A дп” 


3. ZAGADNIENIE. — Znaleźć objętość ostrosłupa trójkatnego z równań 
ścian. 


Równania czterech ścian niechaj będą 
a£ + ат + a" 4E a" = 0, 
bE + bn + bb" = 0, 
сет + c" p с" = 0, 
V d£ + dn-Hd't->d' = 


(12) 


a (0; y, 2), (x,9', 27), (wyw), (Wył, z) wierzchołki od- 
powiednio przeciwległe. Możnaby ustanowić szesnaście równań, podo- 


bnych dziewięciu równaniom nru poprzedzającego, i otrzymać za pomocą 
takiegoż samego postępowania 


пг атаа оу SUS 
b, M D, NH QV y^ zł „A 
= pp pp, (13) 


с, c, a с!!! o, y" ^ z!" 


4, d, а", а" а", y", z" 4 
gdzie 
p =ac+-d'y--a'z a", 
p' = bao + by --b'z 4+ b" ete. etc. 
Nazywajac gloska N pierwszy wyznacznik wzoru (13), mamy 


ON ON ON ON 
N =q"! m qbus S s + c" — x +а" — 3p 
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gdyż wyznacznik N jest liniowy względem ilości a, b”, c", d". Lecz 
ponieważ p jest dane przez równanie N = 0, w którem а”! zostało 
zastąpione przez а" — p, to znajdziemy 


53. UE UDAC P WR DN 
NC. ON ° ON ° ON 
КТШ NI КИШ Ja" 


Wyznacznik drugi wzoru (13), bez względu na znak, przedstawia sześć 
razy wzięta objętość P ostrosłupa; mieć więc będziemy 


AN) 


Oto jest formuła żądana. 


Przydatek. Jeśli A, B, C, D są pola czterech ścian odpowjadajacych 
czterem równaniom (12), i jeśli = jest wysokość opuszczona na ścianę A, 
mają miejsce równania następujące 


3р = A; 
wta y Ta" za” [A p =+- —— 
m "P ATSSšS=aa am Е 
Маа" үа?+а%+а'? ушна” а”, 2; 


skutkiem czego 


Vata Fa 
ON ON ON 
M vc! dd” 


OL) 
p= + Le THT, 
Xu = ON ON 
а”! Qe 07 (15) 
EN 
=== JN ON ON 
Ja M Jad” 


sę W J 24d? 4d"? 


1 
-9" ON ON ON 
Ја!" MT! acr 


i również 


To за wyrażenia ścian. 
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Porównywajac iloczyn ABC z P?, mamy 
P? = =-= S ABC (arp VERAS epa 2 am (16) 


Załóżmy (co jest oczywiście możliwem), że а, а", а! są dostawami 
katów, jakie prostopadła, opuszczona z początku na ścianę A, tworzy 
z kierunkami dodatnemi osi, i toż samo co do ścian B i G. Nazwijmy 
prócz tego katy dwuścienne między ścianami BiC, Ci A, Ai В odpo- 
wiednio przez l, m, n i przyjmijmy początek układu we wnętrzu ostro- 
słupa. Będzie wtedy 


а Hatka? = (7-5? А02 = (3 ل‎ e + o m 1; 


be ++ bie bc" = — cos l; 
ca + c'a! + с'а = — cos m; 
ab + a'b! + a"b" = — cos n. 


Tworząc wyznacznik N, znajdujemy 


J 
S = a(b/c" — be^) + ста" — са!) + c(a'b" — a" b’). 


Kwadrat tego wyrażenia przy pomocy związku (4) przekształconym być 
może na 


(a*4-a2--a! 23-292) 3 01-072) — (apa 24ra"2)(bc--b'e' b"e") 
(124124012 oa-ec ato" a!) —(e2- e c" (abra! b 4- a" b") 

-9íab-pa' b a" b^ аса! cha" c" (bc--b'c 4-01") 

—1— соз [2 — созт? — cosn2— cos | созуп cos n, 
zkad wypada 

2 = 5 авау —cos соети сози — Scosicosmcosn: (17) 

wzór, którym objętość ostrosłupa przedstawioną jest przez trzy ściany 
i katy dwuścienne, jakie one tworza. 


Później wrócimy do ostrosłupa, a teraz przejdziemy do innych zagad- 
nień, które mogą być rozwiązane za pomoca wzorów (3) i (A). 
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4. ZAGADNIENIE. Znaleźć promień koła, przechodzącego przez trzy 
dane punkty. 


Jedyna trudność jest znaleźć tu postępowanie symetryczne dla wyrugo- 
wania ilości хі z trzech równań 


(e — а) (у — BP — = 0, 
(a! — a? + (y! — B)? — r° E 0. (18) 
V (o — а) + (у”— B — rà = 0. 
Gdy przyjmiemy 
kas y — В, ryt] 
qv! — a, у! — B, rV— 1 , 


a!— a, у”— B, rV—1| 


10 według (3) i (4), mamy 


N = 


So › Po » Po, 
N3 = Pons S1 > Pifo 


Po» Pis $2 
gdzie 


t = (@ — а)? (у — BP: — r*, 
deg = (w — aya! — a) + (y — Piy’ =M те 
etc, 
Lecz ze wzgledu na równania (18), jest 
$9 = 8; == 53 == 0, 
— po, + So s = (z — a^? + (y — wP, 
wiec 
1 ^a nat 1 2 
pa = — glo — m + (y — у = — l, 
jak równiez 


i 1 
70,2 = —3 g2; pra = "E P. 
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gdzie f, g, sa trzema bokami trójkąta, utworzonego przez punkty 
dane. Ztad zatem wypada 


| W 4 —5% —99 
N= —;, К. -$P = — fuh 
P a 14 
| 29> s P^ 0 


Lecz jest 
|, y rY—1 


N = NA: y'— 6, rV=1 = lw, y, пу |= 
E wa, y'—B, rV —1 la", y", rV —1 


|"; y, 4 
l, s 1| 20V — 14, 


© —a y—b rY—1 


o, y^, 1 | 
gdzie A jest polem trójkąta. Zatem — = 7 ma = (2r V — 1A), czyli 


gh 
r= h, (19) 


Przydatek 1-y. Wzór poprzedzający, wyrażający twierdzenie dobrze 
znane, bezpośrednio prowadzi do równania promienia kola stycznego do 
trzech innych kół. 


Niechaj O będzie środkiem a ¢ promieniem koła dotykajacego w len 
sam sposób trzy okręgi kół, z założenia zewnętrzne jedne względem 
drugich; niechaj nadto aib beda dwoma punktami styczności, rir 
promieniami odpowiednich kół, zaś A i В ich środkami. W dwóch trój- 
kątach ЛОВ i aOb, mających spólny kąt O, jest 


1 ab 1 V AB? — (АО — ВО)? 


Ti А 
мп т^ 5 F =2 AO.BO (19 ) 


Lecz АО— ВО == (r — r^, a pierwiastek z mianownika przedstawia 
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długość stycznej zewnętrznej, wziętą między dwoma punktami slyczności. 
Zatem, oznaczając przez Е, G, Н odległości środków А, B, С od środka 
koła szukanego, przez f, 9, h spólne styczne zewnętrzne, w powyższy 
sposób określone, a przez f/,g/,h' odległości bc, ca, ab, gdzie а, b, с 
są punktami styczności okręgu koła (O) z okręgami kół (A), (B), (C), mieć 
będziemy, według (19^) A 


©. Pzws m E 


e ym ° үен) ° Ү(Еб) 
a ze względu na wzór (19) 
Pg? = gu Fy + РУР Fo – Г —9' WX — Fg +), 


gdzie pole A Irójkata jest wyrażone przez jego boki. Podstawiając tu 
wartości poprzedzające, mamy 


[3g — (NAE N G4 нүү F3-9V G— IN W)(/ NF —g VG--h VW. 
ЕСЕТ VG HAVE). (19 bis) 


Та uwagi godna formula daje promień 2, gdyż trzy odległości niewia- 
dome F, G, H zależą od czterech promieni 2, r, ', r" przez związki 


F= É == r, 
a=, =+ (20) 
H = ¿= v. 


Jeśli koło szukane nie dotyka wszystkich okręgów w ten sam sposób, to 
dwie z pośród ilości f, g, h staną sie stycznemi spólnemi wewnętrznemi. 
Jeśli koła nie są zewnętrznemi jedne względem drugich, to trzeba usku- 
tecznić niezbędne zmiany, które bez wudności znaleźć można. 

Przydatek 2-i. Postępowanie symetryczne, któregośmy tu stosowali, 
daje nam także możność rozwiązania zagadnienia odnoszącego się do 
ellipsy, podobnego do powyżej rozwiniętego. 


5. ZAGADNIENIE. Wyznaczyć pole trójkąta wpisanego w ellipse. 


Niechaj (z, y), (w, y’), (æ, y") będę trzema punktami ellipsy 


A А , 
ata tek (21) 
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a im przeciwległe cięciwy między temi punktami niech będą odpowied- 
nio f, g, h; połowy średnic równoleglych do f, g, ^ niechaj beda odpo- 
wiednio D, D', D", zaś A polem trójkata wpisanego. Nazwijmy 


&IS 
` 
ë< 
" 
Е 


ab 
z" у"! ze 
— 24. | 
ge ГЕ. v= 
zatem 
/ a , y? 
| So 5» Po [оз Sy а? От 1, 
N= | рол» $ » Pi2 |» gdzie $ род = zz +a 
| : а ' be K 
{ро Pia, 82 | elc. eir 


Mając na uwadze równanie ellipsy, mamy $,—s,—5$3—0 i N=2po po, spi,» 
Lecz 


(m—a)? , (y—y)* h? 
— рь 4-54-51 =— -H y is = Dr 


czyli 
"P SĘ p fupe 
рол = — 5 po” 1 N2 — - 2po po,opi,2 = — ГА Diana 
Ztad wypada 
a ^ Dp" (22) 
to jest: 
Podwójne pole trójkata wpisanego w ellipsę tak się ma do iloczynu 
osi, jak iloczyn jego boków do iloczynu średnic do nich równołegłych. 


Przydatek 1-y. Dla koła, przez tezsame punkty przechodzącego, 
mieć będziemy 


a= b= D= D= D" mr, 
gdzie r jest promień koła : więc 


fgh 
A ims 
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Dzielac ten związek, który jest związkiem (19), przez (22), otrzymujemy 


DD'D^" 


E x (23) 


= 
to jest : 
Promień koła przechodzącego przez trzy punkty ellipsy jest równy 


iloczynowi połów średnic równoległych do boków trójkąta wpisa- 
nego, podzielonemu przez iloczyn połów osi. 


Przydatek 2-i. Równanie przecięcia ostrokregowego, odniesionego do 
jednego z ognisk, jako początku. 


a? + y! — Wap) = 0, 


nadaje się do rachunku podobnego do powyżej rozwiniętego. Niechaj 
s,t, u będa trzema cięciwami poprowadzonemi przez ognisko i równo- 
ległemi do trzech boków trójkąta wpisanego, Q czwartą cieciwa prze- 
chodząca przez ognisko i prostopadłą do osi wielkiej, a r promieniem 
koła przechodzącego przez wierzchołki trójkąta wpisanego ; mieć będziemy 


„_1, /stu , 
r=z "s (24) 


Przydatek 3-1. Wzory poprzedzające są możliwe do uogólnienia, które 
w krótkości wyłożę. 


Niechaj 


5040 
TB daa 


będzie równaniem przecięcia ostrokregowego, a (n, 1), (27, 07), (277, y") 
irzema jakiemikolwiek punktami, leżącemi lub nie leżącemi na tem 
przecięciu. Przyjmijmy 


а? y? wa” uy" 
PIN аъ 1=pa 
1 2 y? an J'y 
ЛАЙ ОЛ a tg iR. 
pa. у га” у yy 
а? i-i wo ais i. 
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Kładąc nadto 


ZA | ан Са 
а , b , 1 a , b 2 1 
T LAY 4 AA E PASE 
NS RA aaa Mż ryż pcc PEE S 
„pł! n 174 HH 
M A e Mm 
a b "a 
gdzie A jest polem trójkąta utworzonego przez te trzy punkty, mamy 
ДА? 
i aq a 
NN = — Iu. 


Lecz wedlug (1) 


So › Шом» Po,2 


NNI ES Pots Si , раз , 
Po» Pi $> 
więc 


EN 


A=; s (ab) — 808182 F Sois? F Sipo 22 + SP01? — 2po,ipospis | + (25) 
"Ten wzór obejmuje wielką liczbę przypadków. Dla RCA wpisanego 

mamy so = & == 8з = 0 i otrzymujemy formuły już rozwinięte. Dla trójki 

punktów sprzężonych, t. j. takich trzech punktów, które mają własność, 


że biegunowa każdego punktu przechodzi przez dwa pozostałe, mieć 
1 


będziemy po4EM2=P2=0 i A = jab seis. Lecz wyraze- 


1 
2 y? 
nie e + 5) oznacza odległość punktu od środka przecięcia ostro- 


kręgowego, podzieloną przez połowę średnicy, mającej tenże kierunek co 
owa odległość; zatem : 


Jeśli e, e, e» są odległościami trzech punktów sprzężonych od 
środka przecięcia ostrokregowego, d, dy, ds polowami średnic, 
mających tenże kierunek co odległości e, e,, ез, to pole trójkąta 
między temi punktami sprzężonemi jest 


A= 5а /-@- (% 2s JG) -41). (26) 


gdzie a i b sa połowami osi przecięcia ostrokręgowego. . 
Przejdźmy teraz do kuli i do ostrosłupa. 


36 
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6. ZAGADNIENIE. -— Znaleźć promień kuli przechodzącej przez cztery 
punkty dane : 


Niechaj będzie % odległością punktów («3, J3, 23) 1 (ш, у, 2), 


M » D (ca, уз, з) і (ал, 24); 
k » » (23, Y3, 23) і (Ty Vr 21), 
p z » o (waya,ze) d (wy, 2); 

У » » (©з, уз, 23) i (Wa, уз, 29), 
v > » (т, у, 2) i (ш, у, 21): 


wtedy X iX, рі p, viw będą przeciwleglemi krawędziami ostro- 
słupa trójkątnego między czterema punktami danemi. Postępowanie przy 
rugowaniu х, B, y z czterech równań 


(оа (y — D*-- (s — т) — 19 = 0, 
аа tt (4 — 11 — =o, 
| (en Pe (n 0t — n e t, 
(оз ai (а 8 H- (35 — = 0, 
jest takież samo, jak w nrze 4ym. Przyjmijmy 


w —-x, у —B, z ¬, WP| 


/ 
: аца, Yı, wy, тү—1 
N = |= 


©з—&, уз—, Zə—Y, T y= | 


| 03—a, ya—B, хау, r V—1| 
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gdzie P jest objętością ostrosłupa trójkątnego. Owóż, według (5), 
So > Pons Po? 70,3 


Poo Si > Dio риз 


NM = 
Dos рз, $2 , P2,3 
Po.3 pis pas $3 | 
1 1 а] 
Mae c MAD са ИГА. usd 
© , 5 yw; 3 ш", ۸ 
—; 2, 0 , "ZA —2 р? 
£ 
— zu, — 5 /%, п ee — y? 
1 1 1 
— АА s M жэл 
а С: LAND. 


gdyż so =) — a)? + (y — E (s — ү)%#—т?==0, jak również зү, ss, ss, 
zaś 2ру:=9(ш—х)(ж(—х)--9(у— (у—8)++%(—ү)(т—ү)—9/? 
эк —[(»—2)24-y—)y Y 2—21), +s =—г? 


i podobnież dla pos, ро,з, Pi,» Pi,3 02,3. Ztąd wypada 


0, =, —y?, —)» | 
nm n 
к= 0, SA = 
— 36r2p2 = 
16 > Ў 
M "My 6, ZM 
—2, —u , —v2, 0 


Wartość ostatniego wyznacznika może być wypisana według (5 bis); otrzy- 
mamy mianowicie 
— (UTP) = 1401 piu! ryty — D222 — 9y2y/2)2)12 — 972/222, 


Í ج‎ —— BÀ 'H v 
r= gp VON Fe ew X tup —w) (X'—uu! vv = Huu jv). (27) 


P. CRELLE pierwszy podał tę godną uwagi postać tego związku, który 
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bez trudności otrzymać można za pomocą takiego postępowania przy rugo- 
waniu, Y jakiegosmy zrobili użytek. 


Przydatek 1-y. Można otrzymać wzór podobny do (22), odnoszący 
się do objętości ostrosłupa trójkalnego wpisanego w ellipsoidę. Nie- 
chaj (аг, y, z), (Gy yi, 21), elc., będą czterema punktami na ellipsoidzie 


r. 2 7) 
LE; T^ s = 
athta-t-^ 


a L, Ú, M, W, N, № połowami średnic równoległych do krawędzi 
2, A, ps ul, v, v znajdziemy za pomocą rachunku podobnego do nru 5-go, 
dla objetosci ostroslupa 


‚Кра AK и =) X ra vy! ) X ши уу! 
= б му ЛЕ "UM NN (m uw TES ) 


1 
X w! CA : 
(- DES + NN'/) (28) 


Osnaczmy pierwiastek tego wzoru przez T a piewiastek wzoru (27) 
przez S, wtedy promień kuli przechodzącej przez cztery punkty ellipsojd у 


będzie 


(29) 


Jeżeli cztery punkty, zamiast być rozmieszczonemi na powierzchni, tworzą 
systemat punktów sprzężonych, to objętość ostrosłupa, przez nie wyzna- 
czonego, będzie 


=«ю\/—(%- (a - (5 EE —)(5—1), (30 


gdzie e, ец, €» ез Są odleglosciami czterech punktów od środka po- 
wierzchni, a d, d,, d», dz połowami średnie o tym samym co odległość 
kierunku. — Mimochodem zauważę, że trzy wierzchołki trójkąta mogę 
być zawsze uważane jako trzy punkty, sprzężone względem koła o środku 
rzeczywistym i promieniu rzeczywistym lub urojonym, co nie ma miejsce 
dla ostrosłupa i kuli,chyba że cztery wysokości spotykają się w tym samym 
punkcie. 
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Przydatek 2-i. Dodam jeszcze wzór na objętość P ostroslupa, którego 
jeden wierzchołek jest w środku ellipsojdy, a trzy pozostałe na jej po- 
wierzchni. 


Nazwijmy 
ZAK: 5 
KAWIE 
w À z | 1 P 
шг, b e ая 
KABE 
GSC SG | 


Niechaj ^, р, v beda trzema bokami podstawy, przeciwleglemi odpo- 
wiednim wierzchołkom (œ, у, z), (x, y', z^), (x",y",z", a L,M,N, 
polowami średnic odpowiednio równoległych ; wtedy jest 


x (c — œ") + (y'— y") 5i (z— zy 
ETA ———— 


ГЕ: а? b с? 
» &(к-® кү 7-2) 

F а? 2 с? 

k л uż у? 

і równiez dla WP Na? albo tez 
®@'! yy” utl 1 72 
ATT ДЫ! 
æa Yyy gz šV 1 4 2 
a? AU NO. 2 м? 
qo. gy! . 30. - " 4 у? 
oq pg а 7-9 №: 


Lecz 
]$o » рол» роз | 


№" = | рул, $5 фә | , 


| 
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gdzie 
© y z 
5 = gt ;7*b etc. 
ex! уу. 52 4 v 
"u Jul. Ska > „dą 
1? 1 p? 
s Ы zn 1— 5 
6P Y? 15 4 22 
(53 a aa i. ie EAE 
1 u? 132 | 
xg oen | 
M ań vá 72 XM pe? ЫТЫЫ 
ZH = ala S TH ИЗИ ass Ї1ЛМ?\?? 
z tem 
= ANTA ES 5-5 ў 
PE svo [ers NATL EN 
(94) 


tui > 


' EC. BRW MN? 
x( +) PNN | ` 


Założywszy, że trzy punkty (а, у, z), (®, y’, <), (277, y", z") sa na 
płaszczyznie średnicowej, mieć będziemy P = 0, zaś 


(cepe ok m e RC Hr S) mre n 


Jest to wzór na wyrażenie związku między trzema bokami trójkąta wpi- 
sanego w ellipsę i połowami średnic równoległych. 


7. Uwagi nad formułami poprzedzającemi. Warunki znajdowania 
się czterech punktów na okręgu koła i pięciu punktów na powierzchni 
kuli. Wyznaczniki, które się przedstawiały w dotychczasowych rachunkach, 
są albo wyznacznikami o elementach nierównych, albo też wyznaczni- 
kami symetrycznemi ze względu na przekątną, jak wyznaczniki prawych 
stron wzorów (3) i (5), a w niektórych z nich elementy przekątnej, 
któreśmy oznaczali przez So, Sı, $2, Sz, stawały się zerami. Zastanawiając 
się nad zagadnieniami, któreśmy tylkoco roztrzasali, spostrzedz można, 
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że w tych wszystkich, które się rozwiązują przy pomocy wyznaczników 
ogólnych, istnieje analogia między trójkatem i kołem z jednej strony, 
a ostrosłapem i kula z drugiej strony. Lecz za każdym razem, gdy pewna 
„własność dwu płaskich figur może być okazana za pomoca wyznacznika 
postaci 


| 0%: 0,00 
| €; 0, G| 
l 
b, a, 0| 


(a lo są, na nieszczęście, wlasności najcenniejsze i najszykowniejsze), 
analogia i prostota ustają dla figur w przestrzeni. Różnica zależy tu więc 
od tego faktu analitycznego, że wyznacznik trzeciego stopnia, klóryśmy 
wypisali, jest równy 2abc, iloczynowi wymiernemu względem elementów, 
gdy tymczasem wyznacznik czwartego stopnia 


б» БТ. | 
EMS LEMA 
= aabb —9aa!bb'—9aa'cc' —2bb'cc' (33) 
sa 65 0% а | 
| ё U; a, O] 
rozklada sie tylko na czynniki niewymierne. 


Aby powyższe uwagi objaśnić na nowym przykładzie, zbadajmy wa- 
runki, pod jakiemi cztery punkty beda na okręgu koła, jakoleż pięć 
punktów na powierzchni kuli. Dla koła należy wyrugować a, 2 i y z ezte- 
rech równań 


(a? +y? Fan 46у +Hy=0, 
wP- 124 awit yit =, 

| 1324-1224 awt Byt y=0, 
\ w- y a03-+-Byz- ү = 0. 


Wiemy, że rezultatem rugowania jest 
(a +), ©, у, 1 


| (224-002), Ti, у» 1 М 
(a? +y?) аз, уә, 1 


| 
| (2032 -- ys) аз, 13, 1 
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albo 
v Yn 1| |o. у; 4 
0—(224.42)| m» ys 1|—(ша-+Бул) |а, ys 4 
| аз, ys 4 las, уз 1| 
ES PNE | ©, yo 4 
Hæ? +y?) ш, yo 1-(03-ysj|a, yo 41. 
ш». уь 1| 23. 95,4 


Za pomoca takiegoz rachunku znajdziemy dla kuli 


Tis yi, ж, 1 0,49,2,4 
Wa, Y2, Za, 1 O2, Y2, 22, 1 
(02 y? 4- zt; —(a yen?) Te 
аз, ys; 23, 1 Ya, ys 23, Т 
24, Yis 24, 1 vi Уау Z 1 
2, у, 2,4 


$ Tis Yis ET 1 
bg E y 28-242) =0, 
аә, ys, Za, 1 
| аз, ys, Z3 1! 
lo jest : 
Gdy a, b, с, d są cztery punkiy na okręgu koła, a o punkt jaki- 
kolwiek, to będzie 
I =E oa. trójkąt bcd — 0, (34) 


jak również dla pięciu punktów a, b, c, d, e na powierzchni kali : 


У = оа?. ostrosłup bede = 0. | (35) 


Te dwa twierdzenia, odnoszące się do koła i do kuli, były zaznaczone 
przez p. LUCHTERHANDT'a (tom XXIII, CRELLE, Journal). Zdaje się, że 
zbytecznem jest robić uwagę, że w dwu summach, z których jedna ma 
cztery, a druga pięć wyrazów, znaki trafnie mają być wzięte. Ich 
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analogia pochodzi ztad, ze oba one sa wyprowadzone z wyznaczników 
ogólnych. 


Lecz jakkolwiek szykownym jest wzór (34), to jednak nie przedstawia 
on, jak wiadomo, najprostszego warunku dla czterech punktów na kole. 
Żeby zeń otrzymać inny, należy się zwrócić do rezultatów nru 4g0, otrzy- 
manych z wyznaczników pewnej szczególnej postaci. Мату dla promienia 
koła przechodzącego przez a, b, c : 

ab. ac. be 
^. trójkat abc” 


r= 


a dla czwartego punktu d tegoż koła 


_ ab.ad.bd 
r= 1. wójkąt abd ° 
zatem 
ac.bc ad.bd 


trójkatabc  irojkat abd ' (36) 


co prowadzi do warunku 
sin acb = sinadb, 


czyli: dwa kąty acb, adb są katami albo równemi, albo spełniają- 
cemi się. Stosując takież postępowanie do kuli i robiąc użytek ze związ- 

u (27), otrzymamy wprawdzie wzór analogiczny ze wzorem (36), lecz 
niższy odeń pod względem szykowności. Mianowicie, aby pięć punktów 
a, b, c, d, e znajdowały się na tej samej kuli, potrzeba, aby 


Eme. 5 ZNOW 
ostrosłup abcd + 


1 


Fw JON -Hup wv XYZ pu)? 
o, (r+ 


^ ostrosłupabce 
1 


myn YD. 4-mg! ти (D —mu/-i-nv')(—DJ-+-mu'+-ny' jd 


gdzie 
M =c, ) — ad, l= ae, 
B= u=bd, т = Бе, 
y! =ab, у= cd п == се; 
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lecz z tego związku nie można wyciągnąć żadnego wniosku ważnego ze 
względu na katy figury. 


Przydatek. Przyjmując w związku (34) środek koła za punkt o, otrzy- 
mujemy zeń tożsamość. Żeby zaradzić tej niedogodności, należy zamiast 
pól wójkatów postawić iloczyny boków. co jest możliwem, gdyż te cztery 
punkty są na tym samym okręgu : skutkiem tego otrzymamy 


X + oa?.bc.cd bd = 0. 
albo 
x d + Мы. 
~ ab.ac.ad 


Żeby ustalić wybór znaków, przyjmijmy, że a i c, b i d są przeciw- 
ległemi wierzchołkami czworokata wypuklego ; wtedy mieć będziemy 


1 ( oa? oc? 1 ¿ ob? od? 
EW ZY Z t i : 
ac ай К-га) bai ba "Bt dc ` (37) 


Ten wzór nie jest pozbawiony ważności w teoryi koła. Daje on np. sto- 
sunek przekątnych ac i bd, jeśli o jest środkiem. Jeśli punkt jest w jednym 
z wierzchołków, to wzór ten przedstawia twierdzenie PTOLOMEUSZA. 


8. Katy dwuścienne ostrosłupa. Oznaczmy przez A, B, С, D cztery 
Sciany ostroslupa trójkatnego, a jego katy dwuscienne 


między B i C przez l, między D i A przez I, 
» ©» А » m, » D» B DT ams 
» A > B » m, mi Di» O ». M 


E A ' : E 4 < 
przez %, р, v, X, w, v' odpowiednie krawędzie. Teorya rzutów prosto- 
katnych daje nam wzory znane 


— А + Bcosn -+ Ccos m + Dcos/ 0, 


Acosn — B-HCcos/-- Dcosm = 0, 
(38) 
А созт --Bcos/ —C-- Dcosn' = 0, 


А cosl' -- Bcos m'-]-Ccosn! — D = 0. 
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Wypadek rugowania A, B, С, D daje 
— 1, cosn, созт, cosl 


р — sm! | 
COSN , 1, cosł , cosm М (58°) 
cosm, cosl, —1, cosn' š 
[cos/, cosm', созт, —1 


Bardzo łatwo można wyznaczyć wartość tego wyznacznika za pomoca 
wzoru (5 bis); ztad dojdzie się do wzoru znanego, otrzymanego przez 
wielu Geometrów, z których tu tylko wskażę na autora Geometryi poło- 
żenia. Podobny wzór dla trójkąta 


— í, cosn, созт 
0= |cosn, — 1, cosl |=—1-Ecosn*--cosm*+|-cos/*-|- 


2cosl cosm cosn 
cosm, cosl, —1 


wskazuje, że summa kątów stanowi dwa Katy proste. Lecz chociaż nie 
istnieje zwiazek podobny dla katów dwuściennych, wszystkie jednak 
wzory między trzema kątami, których summa stanowi dwa kąty proste, 
znajdą sobie podobne dla katów dwuściennych ostrosłupa. Rozwinę kilka 
z nich. 


Przyjmijmy : 
«= 1 — cos [1 — cos m"? — cos n’? — 2coslcosm'cosn', 
&—1 — соз 1/2 — соз т? —cosn* — 2соз!' cosmcos n', 


1754 — cos 1/2 — cos m? — cos n? — 9cos / cos m' cos n, 


421 — cos l? — cos m?— cos n? — 9cosl cos m cos m, 
gdzie х, 6, y, 2 това być bez trudności przekształcone na iloczyny. 
Otrzymamy wedlug (17) 
2 pg rfe. 9 PR | А 
P2 = ج‎ ABCYŻ=5 ABD y= 5 ACD VE =5 BCD Va, 
więc 


(39) 
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i, mając na uwadze związki (38); 
| a= М8 соѕп4- Vycosm-+ V соз |, 
з= Vacosn + VY соз1-- Všcosm', 
ү; = Vacos me \/ cos! T V? cosn', 
ү = Vacosl' + VB cos m' — VY cos n'. 


(40) 


Te wzory sa tylko przeksztalceniami związku (38); istnieje analogia 
między niemi i wzorem sin | =sin(m-n), albo 


Va — cos l?) =cosn ү(1 —cosm*)--cosm Va — cosn?), 
dla trójkata plaskiego. 


Uwaga. Wzór (39) przedstawia pewne uogólnienie twierdzenia o sto- 
sunku boków trójkata płaskiego; jest inne jeszcze, które, jestem tego 
pewny, nie mogło nie zwrócić uwagi Geometrów, lecz którego, nie przy- 
pominam sobie, bym gdzie znalazł. Mamy według znanego twierdzenia 


2528109 3 E, 


p= 3 B ТАТУ ZAD — 
zatem 
pr= Č ABCD sin! sin i’ (M) 
9 KMS s ; 
zkad otrzymujemy 
х щи! w! (дэ) 


sinl sin” — sinm sinm sinn sinn’ 
to jest : 


lloczyny krawędzi przeciwleglych sa proporcyonalne do iloczynów 
wstaw im przeciwległych katów dwuściennych. 


Do innych twierdzeń dojdziemy za pomocą następującego postępowania. 
Z początku spólrzednyeh prostokątnych, który przyjmujemy wewnątrz 
ostrosłupa, opuśćmy prostopadłe na ściany А, В, G, D, i niechaj będą 


| gll M GI GH BM. JJ SH l A бы ып 
2,2,2; pp В Ян ipa Y. 9 95. 9,0 
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dostawami katów między osiami dodatnemi i prostopadłemi. Przyjmijmy 
дои, Aa', Aa, AV—1 
|ва, ва", BE", BV—1 


N= A (43) 
|су, сү, Gym Cy—t 


| 02’, рд”, D3’, DV— 


Bf', BĘ", BĘ" | Au, ГОД Aa!!! 
= ү |Су, Су", Ср" |— вүя |Су, сү”, Су" +... 
Dz, Dè”, DY”: DZ, Dš”, po" 


alboteż, za pomocą związków (14), (15), (16) 
2 — 
+ N= 5 (A+ B4-C4- D)PN — 1. (AA) 
Podnosząc do kwadralu, otrzymujemy wyznacznik, którego tylko 
pierwszy wiersz wypiszę : 
А22 4 - Pr + a2 — 1 ), АВ(х'/ ++ ap! — 1), 
AC(a^v! 4- a^ ! Aat nti — 1), AD( Ар 24-218 01421110 — 1). 
Lecz 
а we а!!! 1 ==0, а «f! E CU +” = —cosn, 


ay! Lay ray” = — COS m, elc; 


zalem 

0 , —AB(1-I-cosn ), —AC(1--cosm), —AD(1--cosl') 
| —AB(4--cosn), 0 — ,—BC(1--cosl), —BD(1-I-cosm/) Mas 
|—AC(1--cosm),— ВС(1-{-соз/), 0 ,—CD(t-+cosn') | 


|> AD(12-cosl/), —BD(1--c0sm ),—CD(t-Fcosn/), 0 


Kladac 2cos- jn zamiast wyrażeń (1 -- cosn) etc., i obliczając wy- 


znacznik według wzoru (33), otrzymujemy 
№ == — 16A2BPC2D2U, 
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gdzie 


„2 1 1, 1 LE 1 4 E 
U= (соз zł coszł 4 cosm созот + cossn cos; n") 


4, 4, 1 üt. aem o 
X(cos z! соз + созт COSZM! — созуп cossn') 


( ii 1y — AEN содй сол coste 
gz Hisz | ED TT P СЮ) 


«275.49 ! E E" PE 
Xí— cos s! соз! + созот созот + cos,n созуп ); 


Wypada ztad 


| Н (A--B+-0+-D)P у= — 1682202020, 


wiec 


— VU. (46) 


Lecz mamy według (17) 
MSG 
АР? = = ABCD Va, 


jak również podobne wyrażenia dla BP?, CP?, |DI?; zatem, biorac summe 
i dzieląc przez (46), 


hi VU= Va + VB- Vr + ү. (47) 


Oto jest nowe równanie między sześciu kątami dwuściennemi ostrosłupa, 
przedstawiające analogię ze związkiem między trzema katami trójkąta : 


sin / -+ sin m == sinn —4cos 5 [cos 5 mcos; n. 


Przenoszac początek, z któregośmy opuścili prostopadłe na ściany, do jednej 
2 przeswzeni ograniczonych przez nieskończenie przedłużone ściany 
płaszczyzn, otrzymamy inne wzory, podobne do poprzedzających. 
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Przydatek. Przy stosowaniu tegoż samego postępowania rachunkowego 
do trójkąta, wzór (45) staje się 


N—Í 9(a4-b + cjAJ=1 | 


0 , —ab(1--cosn), — «c(1 + cos т) 
=| — ab(4 + cosn), 0 А —ка + cos l) 
| — ас(1 --cosm), —be(1 -+ cos l), 0 
o , — (a+ =7, 
| 1 ` E 1 э әң | 
_— a + te], 0 , —3 [0+ 0-4] 
-i atot, 5104024), 0 


albo 


_ [b + 0)? — ate + a)* —b2)((a + b)? — сї) 
16(a -- b + c)? š 


gdzie A jest polem, zaś a, b, c bokami trójkąta. Znosząc w mianowniku 
czynniki licznika, otrzymujemy znany wzór na pole wyrażone przez 
boki. 


9. Wzory różne odnoszące się do ostrosłupa trójkątnego. Poprzedza- 
jace wzory dają sposób bardzo prosty dla wyrażenia krawędzi, ścian i obję. 
tości ostrosłupa przez promień kuli opisanej i przez katy dwuścienne. 
Dodam jeszcze te związki, choćby dła zachęcenia do znalezienia szyko- 
wniejszych. 

Zestawiając wzory (27) i (41); mamy 


16 A?B*C?D? 
— 285 w, 


r 
gdzie 
` V= (sin/sin/ --sinmsinm'--sinn sinn’ Ysin/sin//--sinm sinm’—sinn sinn’) 


(48) 
x (sinlsin'—sinm sinm'+-sinn sinn')(—sin/sin/'--sinm sini 


--sinnsinn'). 


http://rcin.org.pl 


576 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 


Lecz można przyjąć AFP = E A2p2C2D22 (17); skutkiem czego 


| AS je Bi (з m Dig ; 
GPr —— у= W=- W=7 Vy. (49) 
Ztad wypada 
3 
2 3 
216P3r3 — DOT - 
ay 


Lecz według (17) 


zalem 


73, (50) 


Po podstawieniu tych wartości w równania (49), one stają się 


| MES 8 Svo 


lada, c= ` ç, 
pi WD "ү, p= SVGPP) „а ү, 


8 ү(2279) p 
——— 
(51) 


Według wzoru, z któregośmy juz robili użytek, mamy 


9 sini 2 sin / 
З A 3 rod 


| = Ve sin /, Ver у sinl’, 
u= hr v sinm,  w'—hr V? sin m”, (52) 
y= VE: sinn, = FE sinn’, 


Co się tyczy katów utworzonych przez krawędzie przeciwległe, to one 


zalem 
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są dane przez wzory wyprowadzone z pewnego twierdzenia odnoszącego 
się do wyznaczników, lecz odmiennego od twierdzenia o mnożeniu. Ten 
wzór, który daje twierdzenie o mnożeniu, jak to zaraz okażę (1), jest 


(aa pa BBB вы 
—(«/ parl y Ha NE HEHE) CÓ Ia!!! — a! ry (nan an 


о 


(671 1а) (071187 83!) (077—7) (8a! — 6770"). (53) 


Przyjmujac oznaczenia nru poprzedzającego, znajdziemy, że ilości 


ay all, ay x lll. aia! są proporcyonalne do dostaw linii 
prostopadłej do linij 


które przedstawiają prostopadle do ścian A i С ostrosłupa; zatem 
a! vl! — ау", etc., beda proporcyonalne do dostaw kątów między kra- 
wędzia р, linii przecięcia dwu ścian A i C, a osiami. Znajdziemy 
podług znanych metod 


Кет ату" — holt 
Му" a1112 (ah mah 2 (ay1 ат) 
Cd = ary 
аа) уЗ - E72) — (a^ атату"): 
ү = ally " 


E" — созт? 


zatem 
aly о" = == sin m cos(u, z), paw — gm! — sin m cos(u”, m), 
al -- a^ t! == = sinm соз(у., y), pra — ga = біп т! cos(u”, y), 
a! — a! ^r = == sinm COS, z), p/o" — Bo! = sin my обы, z). 

Podstawiając te wartości, otrzymujemy z równania (53) 

cosn cos n! — cos cosi! = sinm sinm' cos(u., p/) (54) 
(4) Porównaj 2 64 i drugi odsyłacz na str. 548. 
37 
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zalem 
соѕл cos n' — соз! cosl’ 


cos(u., u) = - - 
мв) sin m sin m” 


Przez zamianę głosek znajdziemy cos, X), cos(w, v), a dodając te 
wzory otrzymamy 


sin! sinl cos(^., *')+-sinm sinm' cos(y, w)J-sinnsinn'cos(v, v/)— 0. (55) 


Wzór podobny, mianowicie 


cos, X)--uu'eos(u, р) vv'cos(v, v)=0 (56) 


podał Carnot (Mém. sur la relation qui existe entre les distances de 
5 points). Lecz ponieważ iloczyny wstaw, sin/ sin/, są proporcyonalne 
do iloczynów krawędzi, to jeden z tych wzorów prowadzi za sobą drugi. 
Związek biegunowy wzoru (54), mianowicie wzór między sześciu odle- 
głościami czterech punktów kuli i kątem utworzonym przez przedłużenia 
boków przeciwległych lub przez przekatne, zawdzięczamy p. GaUss'owi 
(zob. Considerationes generales circa superficies curvas, $2. form. VI). 
Mam zasadę mniemać, że postępowanie dla dojścia do wzoru (54) jest toż 
samo, którem się kierował ten znakomity Geometra. 


Dla wyrażenia najkrótszych odległości krawędzi przeciwległych, należy 
za punkt wyjścia wziąć wzór znany 


Š Mfsin(), N= T, 
gdzie / przedstawia najkrótsza odległość między ^ i ». 
Przydatek 1szy. Niechaj f, 4, ^ będą najkrótszemi odłegłościami kra- 


wędzi przeciwległych, zaś a, b, c, d czterema wysokościami ostrosłupa ; 
bardzo łatwo będzie dowieść związku 


WU XT WEE Д 
ptęta=atatata' (67) 


Przydatek 2i, 
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Е. 


1. Wyrażenie dla promienia koła, stycznego do trzech kół danych, 
może być wyprowadzone w następujący sposób. Niechaj 


а, Di, 7,5 a, b», ra; az, dz, r; u, v, H 

beda spółrzędne środka i promienie trzech kół danych i koła szukanego. 
Oznaczmy dla krótkości 

(аз — az) (ba —- b3)*—(ra—rz)*=A, 

(аз — a}? + (bs — b,)*—(rz т) В, 

(а, — aa (b, — bj? —(r, — rz C, 

—А? — B? — C? + 9BC --2CA +- 2AB — D, 
(— A+B +0)Ar, -HA — BF CBr HA + B— C)Cr = E, 


u— a, Cb, neH) 
Í 


и — a, п — b, ra -H H |=s. 


и — аз v— b, ry -+ H | 
Otrzymamy wtedy, mnożąc wiersze przez wiersze, 
u—a, 0—1, ri+-H аи, b,—v, r+ H 
S= u—m, 0—1, тә--Н\.|а,—и, b—v, rL H 


| 
u—4d, 0—03 rs +H | | az—u, bz=v, rs +1 


1 l 
0 , 3° з B | 
2 l | І 1 
zt 0, А ти. АВС. (1) 
1 I | 
5 В, 3 A, 0 | 


(1) Jest-to przekład artykułu MeRTENsa : Auszug aus einem Schreiben des 
Herrn Mertens an den Herausgeber. (CnELLE, Journal, t. LXXVII, 1874 r.), 
który przedstawia niejako dopełnienie powyższej pracy JOACHIMSTHAL'a. 
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Z drugiej jednak strony, wyznacznik S oraz podwójne pole trójkąta, 
utworzonego przez środki trzech kół danych, moga być przywiedzione 
do postaci 


1.053 „0 0, 0 „0 1 —1 

0, um, v—b,, ЕН 1, а—и, b,—v, Mam 
S= , 95— 

0, ua, 0—0, rx4-H 1, as—u, bav, re FH 

|0, и—аз, v—bs, rs+H 1, аз—и, bz—v, ry+M| 


które, po pomnożeniu wierszy przez wiersze, dają” 
0, rH, r+ H, ru 


=; (DH + B). (2) 


_ 
I = 
= 
I 
> 
` 
= 


Rugując S z (1) i (2), otrzymujemy 
DH -- E = 4 AVABC 
5 TER 
пе tiva | (3) 


Otrzymamy promienie wszystkich kół, stycznych do irzech kół danych, 
nadając ry, r», rz w wyrażeniu (3) odpowiednie znaki. 


2. Podobne postępowanie dozwala znaleźć wyrażenie dla promienia 
kuli, stycznej do czterech kul danych. Niechaj 
а, Dy, Cis i; а>, бә, C2, 2j; A3, L3, C3, T33 а, D cy ri u,o,to, H 


będą spółrzędnemi środka i promieniami czterech kul danych i piątej szu- 
kanej, zaś ç objętością czworościanu utworzonego przez średki kul danych; 
nadto dla skrócenia przyjmijmy 


(ai — ak)? 4- (bi — By)? + (ci — cx)? — (ri — т) Aia, 
—,,2743,2—A,,32A2,42—A,, 2423-24, зА, 44232,4244 1,242,345, -- 
+ ZA; 244,3 5,4424 = L, 
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OFE. „00 381.5. 8 
4, 0 , А; ә, A135 Aga 


J, Мә, 0 , A23, A2, = М, 
4, Аз, Аэз 0 , Asa 
1, Ais Азд, Азд, 0 | А 


u—a, vb, w-—c, rı HH 


и — аз, V —- bi, W — ca, ^ PH 


и — аз, U— by, w — cy rg HU 


ua, U — by, w—c, ri--H 


Mnożąc (wiersze przez wiersze) wyznacznik T przez wyznacznik, który 
z T powstanie skutkiem pomnożenia elementów pierwszych trzech ko- 
lumn przez — 1, otrzymamy 


1 1 1 
«Жз 541,2, 5А» z AA 
1 1 1 
54 0 i 9^2» 5 Аза i 
g^» ZAW 0 , gA 
1 1 1 
5 Ar 5 LEN 9 A34, 0 
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Z drugiej strony jest jednak 
4,0 + 0 24^0 T) 
0 ua, v—l, w cy. nH 
T=|0, u—a, v—ls w— сз, т + H | ; 
б TRES ED — ез, Т-Н | 


0, u— а. v — by, w -— Cis r, + ll 


4, ач, b —v, q—w, ry + H 
6v2|1, a—u, bs — u с›—ш, r+ H|, 
1, аз — и, ӧз — v, Сз — 10, тз +H 
1, a — u, b,—v, c — w, 7 + H 
przez pomnożenie znajdziemy 
[0, nH, mA, r, rH 


|a, 0 . ^us z Aus z Aa 

„AA gh T j% ч j^n = MHH). (5) 
E eH Жу A 
зл» е, E 


Rugowanie T z (4) i (5) daje (') 
MH + N=12AVL, 


—N -r12AVL 
Ветар: 


(1) W «Przypisku» do (оши 1-ego podręcznika Zasady rachunku różnicz= 
kowego i calkowego FoLKIERSKIEGO znajdzie czytelnik (1077 — 1079) odmienne 
rozwiązanie tego zadania, które (1871 r.) dał Trzaska, opierając sie na wyni- 
kach badań, podanych niżej, w pierwszej części ustepn IV-ego. 
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n. 


О nakresleniu do trzech kół danych, leżących na powierzchni jednej 
kuli, czwartego koła, leżącego na tejże powierzchni. Wiadomo, że pomię- 
dzy odległościami kulistemi czterech punktów A,, As, Аз, A4, leżących 
dowolnie na powierzchni kuli, zachodzi związek : 


1, COSdy2, COSQy з. COSQy 4! 


| €OSA2,4, 1. созазз. COSA2 4 
| +0; (1) 
| С05а3 4,  COSZ3,2. 1, C043, 
| COS, ,, COSQ42.  COSQ4 3. 1 
gdzie ogólnie 
ar s = — dyr 


oznacza łuk koła wielkiego, łączacy punkty Ari As, liczonyod A, ku A, 
w pewna stronę. 


Zadanie sprowadza się widocznie do znalezienia wielkości promienia 
kulistego koła stycznego szukanego. Przypuśćmy bowiem, że zadanie jest 
rozwiązane i że Ar, p, (przy r — 4, 2, 3, 4) oznaczają środki i odpowiednie 
promienie kuliste czterech kół uważanych. Jeżeli A, jest środkiem 
koła stycznego szukanego, to odległości tegoż środka od trzech środ- 
ków Ay, Аз, Аз kół danych można wyrazić przez wzór 


ад == (},р, +- pi) 


(r =1, 2, 3), gdzie ilości j, oznaczają jedności dodatne lub odjemne, 
podług tego, czy koło Ari A, sa styczne zewnętrznie lub wewnętrznie. 
Zadanie więc polega na rozwiazaniu równania 


1 + соза +  COSQy 3 . Cos(jpi+-pi) 
соза ә "C .  €OSA3,3 , Cos(japed-pi) 

Um @) 
COSA, з , C042, š wr a  Cos(j3p1--p4) 


cos(jęprtp4). Cos(jopsd-pi), Cos(jxps|-P1)+ 1 
względem pi. 


(1) Jest-to wyjątek z pracy Tnzaski pod wypisanym tytulem ogłoszonej w to- 
mie 1-ym Pamiętnika Towarzystwa Nauk ścisłych w Paryżu. 
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Równania (2) można nadać kształt równania drugiego stopnia wzglę- 
dem 1апер lub сапер, pamiętając, że jest 


Cos(jrpr -+ pi) = cosp,cosp, — j,sinp,sinp, 


r= 1, 2, 8); — opierając się bowiem na najprostszych własnościach 
wyznaczników można mu nadać kształt 


0 = A(cospi)2 — 2Bcosp; sinp; -+ C(sinp;)?, (3) 


gdzie spółczynniki maja znaczenie następujące : 


COSA; 2, 
COSAYy 3, 


JASIN p, 


1 , 
COSA 2, 
COSA; ,3, 


jisinp,, 


C0S4,.2 , 
1 , 
С0842 з, 


C0sp2 , 


COSA 4,2, 
1 , 


COSA2 3, 


COSAy4,3, 
COSA2 5, 
1 ЕЈ 


COSP3 , 


соза 3, 
созаз з, 


1 , 


jssinpe, јзѕіпрз, 


сова\ 2, 
1 , 


COSA, 3, 


COSAYy 3, 
созаз з, 


1 , 


josinpa,  jasinpa, 


cosp, 
cospa 
cosp; 


0 


j sinp, 
}э5їпр» 
jssinpa 


1 


Rozlożywszy bowiem wyznacznik, stanowiący drugą stronę równania (2), 
na summe dwu wyznaczników 


1 , Соза»,  COSQy,3 
соза 2, 1 , 023 + 
COSd4,3, СОЗаэз, 1 
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1 ,  C6SQy 2 , 0841,3 , Cos(hpid- pi) 

COSA, 2 + a + COSd23 + COS Jap pi) 
st: I , 

соза з + ©оза›з Ж ` , Cos(Japsd-pi) 


cos(hpr-pi). cos(jspsd-pi), cos(jopad-pi), 0 
możemy drugiemu z nich nadać kształt 
a(cosp,)? — 2Bcospi зіпр -- c(sinp4)?, 


gdzie a ic są wyznacznikami różniącemi się odpowiednio od wyznaczni- 
ków A і C tem, że ostatnie elementy głównych przekątnych są zerami 
zamiast być jednościami. Następnie dochodzimy do równania (3), które 
ostatecznie rozwiązuje zagadnienie. 


W powyższy sposób otrzymujemy pozornie szesnaście rozwiązań, gdyż 
równanie (3) jest drugiego stopnia, a każda z trzech ilości jı, ja, ją może 
przybierać dwie wartości : 4- 4 lub — 1. Zważywszy jednak, że koło na 
kuli leżące ma dwa bieguny i że styczne promieni kalistych odpowiednich 
tym biegunom są znaków przeciwnych (gdyż promienie sa spełniającemi); 
że zmieniając znaki wszystkich czterech ilości jı, j>, ја, p; nie zmieniamy 
równania (3) (gdyż to wychodzi na zmianę bieguna koła A;) : widzimy, 
że otrzymamy wszystkie rozwiązania możebne różne w ogólności, robiąc 
co do znaków trzech ilości jı, j2, js, zamiast wszystkich możebnych ośmiu 
przypuszczeń, połowę tylko, to jest cziery, tak dobranych, aby, zmienia- 
jąc razem wszystkie znaki w tychże przypuszczeniach, wypadły cztery 
pozostałe przypuszczenia możebne. Dwa, między innemi, układy następu- 
jace zadość czynią ostatniemu zastrzeżenia : 


jw ja j3 Ju јә Ja 
1. +, +, +, —,—,—, 
2 +, +, —, lub — وس‎ +, 
9. +, — + man гй 
Ne =; T> F, ==. 


Wybraćby można jeszcze i inne układy, lecz pierwszy z dwu dopiero 
przytoczonych jest najdogodniejszym, wymaga bowiem najmniejszej liczby 
zmian znaków, mianowicie tylko trzech. Zadanie ma więc w ogólności ośm 
rozwiązań różnych. 
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LH 


1. Związek między odleyłościami wzajemnemi pięciu punktów 
w przestrzeni, Niechaj as, Ys, z, będa spólrzedne któregokolwiek z pię- 
ciu punktów; £r, Yr ,z, spółrzędne szóstego punktu. Przyjmijmy 


ür s = (m, — m° + (у, — Y)? + (zr — <0, 


e, = m2 + y + 2,2; h = vy? 
Mamy: k 
(ps — Cs = h — DOs — дугу, — 92, 


skutkiem czego 
ана — су, 1, 2, Yo Tı 


аэ — (2, 1, T2, Y2, Z2 


аһу — C5 1, Lss js 25 


Wyznacznik, tworzący lewą stronę tego równania, może być tak na- 
pisany : 


Ci, Ary — €i, 1, Dy, Yo 1! 


€2, (ya —C 1, D2, Ya B 


Су г, — Суу 1, 05, ss 2 | 
BY АЯ 


Dodając do elementów drugiej kolumny odpowiednie elementy pierwszej, 


mamy 
бу, rq, 1, Do Yi Z 


бз, ür,2, 4, Ta, Ya, Ta 


Czy Gry, 1, Dss уу 25 


“4,05-0,00 


(4) Jest-to wyjątek z pracy Bnioscur'ego : Sur quelques questions de la géa- 
metrie de position. (CRELLE, Journal, 1855, t. E). 
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Z tego równania wnosimy, że iloczyn dwu wyznaczników 
[€5 dri, 1, — 201, — 901, — 2з) |1, aris с, Tir Yis “| 


, | 
и, Gp, Ch Q5, Ms. 5| 


б» rsy 4, — 205, — 9ys, — 22; 


E: О" T 3 im4 496.6 


ад" » dy (dy, Фаз, «<, rade Fais 08071 | 


ардана аз, аа? ‚ +++, азан SF das, 024-1 


анла Flis азак az, .... ar HA , Grz+1 
UTM) +1 , [7283 +1 y و‎ (ys +1 9 1 


Przyjmijmy, że punkt szósty schodzi się z pierwszym; wtedy 
Gy 20, dys == 0,2,..., dr; = @ 
Podstawiajae te wartości w wyznacznik po lewej stronie ostatniego równa- 
nia, dodając następnie do elementów drugiego wiersza odpowiednie ele- 
menty pierwszego, pomnożone przez — a: 2, do elementów trzeciego 
wiersza odpowiednie pierwszego, pomnożone przez — a, s, i 1. d., i nako- 


niec od elemeutów ostatniego wiersza odejmujac odpowiednie elementy 
pierwszego, otrzymamy 


JO , aa» (55 Gw а 1| 
а, 0 , a23, day, Gos Í 


| 
l 
|91,2, 42,2, 0-, 4534, "азбу 4 
| 
! 


> 


Gio 0245; dzą, 0, (04,5, 1 


015, “2,59 35 045 0 , 1 


КОНЕ М. Vos d 


То równanie jest tem właśnie równaniem, które się znajduje rozwiniętem 
w memoarze CARNOT a Sur la relation qui existe, etc. 
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Oczywiście, że związki analogiczne dla czterech punktów na płasczyznie 
i trzech punktów na prostej będą: 
0 › йз, (45, CA, 1 
0 , йа; E 1 
G. 0 , das, азд, 1 
Qs. 0 , ағз 1 
G3, аз, 0 , аз, 1|=0, =0, 
йз, 0235 0 , 4 
йл, 024, аза, 0 E 1 
Ped 85483 ГА) 
WU r 0455.00 
t. j. objętość czworościanu, mającego za wierzchołki te cztery punkty, 
jest zerem, jak również pole trójkąta, mającego za wierzchołki te trzy 
punkty. 


2. Związek między wzajemnemi odległościami pięciu punktów znaj- 
dujących się na ellipsoidzie. Niechaj będzie 
a ył, 2 
ata +» =1 


równaniem ellipsoidy, 2», odległością prostolinijna jej punktu s od jakie- 
gokolwiek punktu ” wziętego w przestrzeni; Dy, połowa jej średnicy 
równoległej do òp s. Nazywajac: 


dr Tr Yr? zp? 
DE = tri а гт 
mamy 
2x 2y 2z 
ar, = h — 7F s gy == 


skutkiem czego 


Gra, 1. @з, уә, 22 


Kwadrat wyznacznika 
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będzie więc zerem, i będzie 


1 
aya? › атат, — 4012.0 адак — 3 1,5 


1 2 
акак, — 5 04,2; агг t 


2 
.. . . es... ad. Sae . ...... 
| Gr 1dr,5— ә 44,5» а, агу 9 аз 5 "m dy s | 
l - 


Przypuszczając, że punkt r znajduje się razem z pierwszym, a odejmu- 
jac nastepnie od elementów drugiego wiersza odpowiednie elementy pierw- 
szego, pomnożone przez a; s, i t. d., otrzymamy związek szukany : 


055 0,2, Gia (i 1,5 


аг, Ü , азз, азд, аз» 
| | = 0. 


маке I II TET | 
e» 42,5, 03,5, 44,5, 0 | 


Związek analogiczny między czterema punktami położonemi na elipsie 
będzie 


|" » 04,2, 4,3, UA 
Gi 0 ‚аз, азд 
=0. 


0413, 023, 0 , азд 


аду 02,4 азд, 0 


Ys 


Jezeli = , y przedstawiają spółrzędne jakiegokolwiek punktu płaszczy- 


z 


zny, to równanie przecięcia ostrokręgowego, znajdującego się па tej płasz- 
czyznie, będzie 


Ф = аа? + by? + cz? + 2eyz + 205 + 2hay = 0. 


(1) W tym ustępie i w następującym podane są wyjątki dzieła Baioscui'ego : 
La teorica dei Delerminanti. 
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Aby prosta, przedstawiona przez równanie 
lx + my + nz = 0 
byla styczną do tego przecięcia ostrokregowego, potrzeba aby miały miej- 
sce związki 
axı + hyi [ж — 1 PF=V 


hai + byi + ezi — à m=0, 


D + eyı + czy — 1 п==0, 
Clo + mwi-+- nzi = 0, 


gdzie ач, yi, тї są spólrzedne punktu styczności. Warunkiem niezbęd- 
nym, aby prosta była styczna do przecięcia ostrokręgowego, będzie więc 
l'a oe m ud | 


| 
I0. 0,6, m 


Id; 45, A, Oi 
Gdy wyobrazimy sobie druga prostą 
{а + my + ny,z 20, 
to warunkiem, aby ona dotykała przecięcie ostrokręgowe, będzie 
GZ? 1 


=0. ` (2) 
Pa a» es W 


| lı My m, 0 | 
Aby znaleźć spółrzędne punktu styczności, zauważmy, że, nazywając 
тр жй ЧЫ ЖЫК? 


AR DB _ M, om, 


05 т, m, 0, 0 
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i majac na uwadze (1) i (2), otrzymujemy równania 


JA JA JA 
Í = V iB R 
dE a ak 2 T 
дА JA JA 4 
d ir QE ш = 0, 
JA JA 


| | à 
о tw deh 


' ' gdzie' pochodne częściowe sa wzięte względem elementów ostatniej ko- 
lumny i gdzie nadto przyjęliśmy 


|а, А EN | 
А, O OE EP 
SH. 


f o yr Gy nae 


h; Mi, Ry, 0 


Wypada ztąd, że spółrzędne punktu styczności pierwszej prostej będą 
wyznaczone przez stosunki 


Pamiętając, że 


A, 0A дА 
N'àm ` on 


дА A дА JA VA 
dm M Mm m anm, ° 
JA дА әл ٥۵ ے‎ , MA 
m dy т. ^ MW 
JA DA 2А QA BA 

М т Mm Mm,’ 
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mamy równanie cięciwy styczności 


NAŃ VA VA 


7 adn T ра 50 


albo, oznaczając przez o, yo, zo Spólrzedne punktu spotkania dwu 
stycznych, 


(axo + hyo + fo) (hao + byo + ezoYy +(f2o + eyo + со) = 0, (3) 


albo jeszcze 


Prosta, którą przedstawia to równanie, jest biegunową punktu (£o, Yos 20), 
który nazywa się biegunem. 


Biorąc dwie inne proste, przedstawione przez równania 


Xp -+ py + v; = 0, 
(4) 
ма -F pay + viz — 0, 
i zakładając, że one dotykają przecięcia ostrokręgowego, biegunowa ich 
punktu przeciecia mieé będziemy wyrażoną przez równanie 


бу” T hs dyr ё KRA, KE 
u, v [2+], e, v|y-FH^, p, v |z=0. 
м, рь м ^ рь м №, pu м 


Jeśli przez X, Y, Z oznaczymy spólrzedne punktu spotkania dwu bie- 
gunowych, przez ү, уу, z, spółrzędne spólnego przecięcia dwu pros- 
tych (4) i jeśli przyjmiemy, dla krótkości, 


@ e ë f. a, h| 

| =å, =B, |=, 

le e f ë h, b| 

e, h h, b |^ a 
Е? | =F, | =E, 

e р f е 18. (7 
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to mieć będziemy 


Yo Y| 96 45 | Tę ®, | 
\ |+ H | + F |=&Х, 
zy 21| Lo 21| | yo Yıl 
| 10» Yi | Zo 3, | Py 2; 
н ДЕ в! +E|  |=kt, 
z» д | ao, Li Yo Yı 
Yo Y| о, A To d 
EL LE БДИ: =, 
50, 3 | Zo, W ly» Yı \ 
przy nieoznaczonem k. Z tych równań, przyjmując 
A, H, Е 
R=|u, B, E|, 
|, E. c 
wyprowadzamy 
de Sab 1 B, E E Н IH, B| 
” "Ex | | Y Mid |}, 
фу A е Tp. ерек К ККЕ 
z5 5| E E Н A, F H, A 
=й Ix Г, +2 l 
d0, W j 6, Е Е, E gy R 
de dkck. үн, Bl qu Ay САКОН 
=> ÍX +Y | ja 
yo cyl " | F, E| g l H, B 
Gdy zauważymy, że, oznaczając przez Š wyznacznik 
Pa. dh 
h, b, ер 
T. 69 
mamy 
В, Е Й: А, Н 
= as, =05, =; 
E, C Ku „© H, B 
E, H ІН, B| |H, A 
==, | |==/8, | | =е5, 
C, F Е, E [EF 
R = 9?, 


35 
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wypadnie z powyższego 


уо, Yı k : Í 
Ë =s (aX + hY + fZ), 
|Z Gmi ` 
| zo, | k 

Фо, Wj "' 

Q0, * Ф| №. 

== s (fN +- eY + c2). 

yo, Yi 


Lecz równanie prostej, przechodzacej przez dwa bieguny, t. j. przez 
dwa punkty (co. yo,zo), (Xi, Yi, ту), jest 
уо, Yı 


Z0, “i Чо. Тү 


w -+ 


| Zo, W 


yc 


Зо, ` 


уо, Yı 


stanie się więc ono, ze względu na równania poprzedzające, takiem : 
(aX + hY ++ |Z) +-(hX dY + eZ)y +X + eY -+ c2): =0. 


Prosta, przedstawiona przez to równanie jest biegunowa punktu (X, Y,Z), 
а dwa systematy złożone, jeden z punktu (xo, yo, 20) i z ostatniej prostej, 
na której się ten punkt znajduje, drugi z punktu (X, Y, Z) i prostej (3), 
na której ten ostatni punktleży, są wzajemnie biegunowe jeden względem 
drugiego. 


VI. 


üdy danych jest sześć punktów na płaszczyźnie, wyznaczyć miejsce. 
geometryczne takiego siódmego punktu, żeby proste, idące z tego punktu 
ku sześciu punktom danym, tworzyły wiązkę w inwolucyi. 


Niech «©,y będą spółrzędnemi jakiegokolwiek punktu tego miejsca 
geometrycznego: Vi, у... Qó Yo spółrzędnemi danych punktów sta- 
łych. Przyjmując, że owe sześć prostych są przecięte przez prostą јака- 
kolwiek, którą przyjmiemy za 0$ ©-ów, i oznaczając przez ay, a2,...,0g 0d- 
ległości punktów przecięcia od początku, będziemy mieli inwolucyę 
wiązki wyrażoną przez równanie 


(а = )ب‎ — asa; = a)(i — ауа, ¬ аа — a =0. (0) 
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Lecz latwo znajdziemy, że . 
DY V4 ауэ ¬ V» 
a,= неш dr E A" > eic, 
yi-—y уэ 0 


a następnie 
a I: ану) (уа 0) Gy — syy — 0 
(yı — n — y 
wyrażenie, które się sprowadza do 
SSE X), 
ЕСИР RE 
(уи) (у 0)" 
$ $; Tis Yi 
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Podstawiając zaś te wartości dla a, — ai, ele. w równanie (1), otrzy- 
mamy, jako równanie miejsca geometrycznego szukanego, 


l, 2, y 1, w, y | hl, c, y 


їм ан. Ж. 43 d USE 


i; aa jald 


1, ау, Yi n Va. ya 


1, O5 y: 


© 954.9 MyM | i120. 79 
+], “j, de es ау, 5..1, wy, уу|==0. 
4, а Ur 
To równanie przedstawia widocznie krzywą trzeciego rzędu, a ponieważ 


sprawdza się ono dla w = wi, ©2,..- 06; ==}, 02. 


‚эуе, więc krzywa 
ta przechodzi przez sześć punktów danych. 
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Prace w języku polskim, do źcoryć wyznaczników sie odno- 
szące, są następujące : 

1865 r. BanczyŃski. O determinantach, oddzielny przy końcu 
ustęp w kursie (litografowanym) «Algebra wyższa podług wy- 
kładu professora Babczyńskiego w Szkole Głównej Warszaws- 
kiej» w r. a. 1307/5, 4°, str. 289 — 320. 


(kzadkość tych kursów litografowanych wywołuje podanie tu treści 
tak tej, jak i następnej pracy). N. 1. Wszystkie n! przemian z n 
ilości dzielą się na dwie połowy i powstaja z jednej jakiejkolwiek 
przemiany, jedne w skutek parzystej, drugie w skutek nieparzystej 
liczby przestawień po dwie ilości, N. 2. Zamiast przestawień można 
rozważać zmiany lub różnice. Iloczyn różnie przemian pierwszej 
klassy jest dodatny, drugiej odjemny. Dwie przemiany, z których 
jedna powstała z drugiej w skutek jednego przestawienia, należą do 
klass różnych, gdyż odpowiadajace im iloczyny są z przeciwnemi 
znakami. N. 3. Określenie determinantu, czyli (por. $ 8) wyznacz- 
nika zaa, ...A4^ stopnia n-ego, jako sammy algebraicznej ilo- 
czynów po n czynników. Różne oznaczenia. Nr. 4. Za każdem prze- 
stawieniem dwu czynników przestawiamy jednocześnie znaczki górne 
i dolne; ten sam więc determinant wypadnie, czy utworzymy go przez 
przemiany górnych, czy też przez przemiany dolnych znaczków. 
Oddzielne dowodzenie, że w determinancie można przyjąć wiersze za 
kolumny. W razie, gdy górne znaczki razem wzięte są te same co 
dolne; to można w determinancie przestawić znaczki dolne z górnemi. , 
Przypadek a; za. W razie aż =— nt, w skutek takiego przesta- 
wienia znaczków determinant R = — 1 "fu; w przypadku nieparzys- 
tego n jest R=0; warunek а? = — а? obejmuje а? = 0. N. 5. 
Determinant, w którym elementy jednego wiersza lub jednej kolumny 
są wszystkie równe zeru. Z wyrazów dodatnych determinantu w sku- 
tek przestawienia dwu dolnych lub górnych znaczków powstają 
wyrazy odjemne. Elementy dwu kolumn lub dwu wierszy sobie 
równe. Aby determinant pomnożyć przez pewną ilość, należy elementy 
wiersza lub elementy kolumny przez nia pomnożyć. Wydzielenie 
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spólnego czynnika elementów wiersza lub kolumny. Determinant, 
kiórego elementy kolumny sà summami jednakowej liczby skladni- 
ków. Determinant powstający z danego przez przestawienie tak wier- 
szy między sobą, jak i kolumn; przestawienie dwu wierszy lub dwu 
kolumu wywołuje zmianę znaku. N. 6. Jeśli stopień determinantu 
n= xı + ma | rar... -H ти, to determinant może być wyrażony 
jako summa iloczynów determinantów stopni zy, Zos., z. Przy- 
padek, gdy / = 2, oraz szczególny przypadek, gdy a:=0 dla z! 
wartości т i za wartości y. Przypadek, gdy =2 i z= 1; spólezynnik 
elemeniu. Determinant, w którym wszysikie, prócz jednego, elementy 
wiersza lub kolamny sa zerami. Summa elementów wiersza, pomno- 
żonych przez spólezynniki elementów innego wiersza. jest zerem. 
Determinant, który w skutek zachodzących zer sprowadza się do 
jednego wyrazu. Rozkład determinaniu wedlug elementów wiersza 
i kolumny. N. 7. Twierdzenie o mnożeniu we wszystkich trzech przy- 
padkach. Stopień determinantu przedstawiajacego iloczyn kilku deter- 
minantów różnych stopni. 


1566 r. ZAJACZKOWSKL, O wyznacznikach (determinantach), 
w kursie (litogralowanym) «Geometrya analityczna, wykład 
professora Dra Władysława Zajaczkowskiego w Szkole Głównej 
Warszawskiej,» w r. a. 186*/,, 4°, str? 72 — 88. 


Odczyt 13-y. — 46. Ogólne określenie wyznacznika, jako funkcyi 
spólczynników n równań jednorodnych stopnia pierwszego z n zmien- 
nemi, otrzymanej po wyrugowaniu zmiennych. Wyznacznik dwu 
takich równań; jego oznaczenie; przestawienie wierszy z kolumnami, 
wierszy Inb kolumn między sobą. 47. Symbol dwuwierszowy o trzech 
kolumnach. Wyznacznik trzech równań; jego oznaczenie; przestawic- 
nie wierszy z kolumnami; przestawienie dwu wierszy lub dwu 
kolumn, parzysta liczba takich przestawień. 48. Symbol trzywier- 
szowy o czterech kolumnach. Wyznacznik czterech równań. 49. 
Wyznacznik n-ego stopnia jako summa iloczynów. Znak wyrazu 
zależy od parzystej lub nieparzystej liczby przestawień po dwie ska- 
zówki w pierwszym wyrazie. Oznaczenie składników jedną literą 
z dwiema skazówkami. 

Odczyt 14-y — 50. Zastąpienie wierszy przez kolumny. Przesta- 
wienie dwu wierszy lub dwu kolumn; kołowa zamiana wszystkich 
kolumn lub wszystkich wierszy. Dwa wiersze lub dwie kolumny 

* identyczne. 51. Pomnożenie wszystkich składników jednej kolumny 
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lub jednego wiersza przez ten sam czynnik; przykłady. Wyznacznik, 
w którym elementy rzędów są summami jednakowej liczby składni- 
ków. Dodanie do składników jednego rzę lu równych wielokrolnośc, 
rzędu równoległego. 52. Iloczyn dwu wyznaczników trzeciego stopnia. 
Formula iloczynu dwu wyznaczników n-ego stopnia, oraz kwa- 
dratu wyznacznika n-ego stopnia. 53. Minory wyznacznika. Wyznacz- 
nik uporządkowany podług składpików rzędu. Formuła pierwszego 
minoru. Tożsamościowe związki między minorami i składnikami 
wyznacznika. 54. Rozwiązanie systematu równań pierwszego stopnia. 
Proporcyonalność rozwiązań równań jednorodnych do spółczynników 
składników wiersza wyznacznika (!) (2). 

1870 r. TRZASKA. Krótkie wiadomości o wyznacznikach skreslit 
Władysław Trzaska, przypisek do dzieła « Zasady rachunku róż- 
niczkowego i całkowego... wyłożył... Władysław Folkierski, » 
tom I, Paryż, 8^, str. 1031 — 1087. 

Porównaj š 55 i ustęp II Dodatku drugiego. 

1871 r. ZMURKO. Dowód na twierdzenie Hesse'go o wyznaczniku 
funkcyjnym, napisał Wawrzyniec Zmurko w dzienniku «Pamięt- 
nik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu,» tom I, °, str. 
89 — 92. 

Por, š 121. 

1871 r. TRzaska. O pewnem zastosowaniu wyznaczników fun- 

kcyjnych, napisał Władysław Trzaska, tamże, str. 113 — 121. 


Por. 8 448. Zobacz moje sprawozdanie w piśmie « Ateneum » 
(Warszawa), rocznik 1877, t. I, str. 179. 


(1) W dalszym ciągu kursu autor przytacza zastosowania własności 
wyznaczników do przedstawienia i roztrząsania formuł. Pierwszą pracą 
drukowaną, w której własności wyznaczników wzięte zostały za narzędzie 
badania, jest : Przyczynek do teoryi największości i najmniejszości funk- 
cyj zależnych od ilukolwiek ilości zmiennych, przez Dra Władysława 
Zajęczkowskiego (« Roeznikic. К. Towarzystwa naukowego Krakows- 
kiego,» t. XXXV, 1867 r) : 

(2) Prócz tych dwu wykładów, żadne inne w b. Szkole Głównej War- 
szawskiej nie obejmowały wyznaczników, ani ich zastosowań. Dlatego 
niektóre ze wskazówek, jakie podaje Folkierski (« biblioteka Warszawska,» 
1878, t. 11, str. 157), co do powstania słownictwa, sa niedokładne. 
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1874 r. SĄGAJŁO. Pierwrze cztery rozdziały przekładu pracy 
Lessons introductory to the modern higher Algebra by Georg 
Salmon, stanowiącego tom drugi dzieła, zatytułowanego « Wy- 
kład zupełny Algebry... Adolf Sagajlo.» Paryż, 4°; str. 8 — 46. 


1877r. ZELEWSKI «Nauka о wyznacznikach z zastosowaniami 

wyłożona... przez Dra A. Żelewskiego.» Kraków, 8°, str. X i 191. 

Zob. moje o tej książce sprawozdanie w dzienniku : « Przegląd 

Krytyczny», Kraków; rocznik 1877, str. 261 — 265, oraz wzmiankę 

w: «Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik > Ohrtmann'a, 
Berlin, rocznik 1877. 


* 


P. S. W czasie druku tej pracy wyszło dzieło: « Algebra, przez 
G.-H. NIEWĘGŁOWSKIEGO ». Część Pierwsza (algebra elementarna). 
Paryż, 1879, 8°. Obejmuje ono (str. 422-461) « Rozdział V. O Wy- 
znacznikach ». 
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Nakładem właściciela Biblioteki Kórnickiej, a przewodnicza- 
cego w Towarzystwach Naukowej Pomocy i Nauk Ścisłych 
w Paryżu, wyszły następujące dzieła matematyczne : 


1. NoRzewski Rocn. Nouvelle théorie des proportions et progres- 
sions harmoniques avec ses applications à la géométrie. Paris, 
1852, in-8*, soixante pages de texte et deux ец litho- 
graphiées (wyezerpane). 


2. G.-H. NIEWEGLOWSKI, b. profesor analizy w Szkole Wyższej 
Polskiej Montparnasse, egzaminator matematyki w liceum 
Świętego Ludwika w Paryżu : 


— Arytmetyka z teorya przybliżeń liczebnych i t. d. (Kurs zu- 
pełny, zawierający działania skrócone, błędy samoistne i 
względne ; noty dotyczące własności liczb, wiele rozwiąza- 
nych zagadnień, ćwiczenia), Paryż, 1866, in-8° stron 352. 
Cena 1 tal. 10 sgr. 


3. — Geometrya. Część 1, Geometrya plaska (wydanie drugie), 
w Paryżu, 1868 roku, stron 436 in-8*, figury w tekscie. Cena 
I tal. 10 sgr. 


t. — Geometrya. Część 1 i II, kurs zupełny, drugie wydanie 
całkiem przerobione, zawierające całą geometrye starozyl- 
nych i metody geometryi nowoczesnej (pierwsze wydanie 
z 1852 roku). Paryż, 1868, in-8°, stron viu i 778. Cena 2 tal. 
20 sgr. 


5. — Trygonometrya prostolinijna i sferyczna z teorya ilości uro- 


jonych i z notami. Paryż, 1870 roku, in-8*, stron ху i 407. 
Cena 1 tal. 15 sgr. 
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j. Zasady rachunku różniczkowego i całkowego z zastosowaniami, 


wyłożył W. FoLKIERSKI, inżynier cywilny, b. uczeń szkoły 
politechnicznej w Karlsruhe, liceneyat nauk maltematycz- 
nych P. F. Sorbony, profesor Mechaniki w Szkole wyższej 
przygotowawczej w Paryżu, tom I zawierający Rachunek 
rożniczkowy oraz dodatek Władysława Trzaski o Wyznacz- 
nikach. Paryż, 1870, in-8", stron хип i 1087, figur w tekscie 
136. Cena 3 tal. 10) sgr. (wyczerpane). 


. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom I. 


Główne artykuły przez pp. Franke, Gosiewskiego, Sagajle, 
Trzaskę, Zmurke. Paryż, 1871, in-4, stron 186, figur 5. 
Cena 2 talary. 


. Pamietnik Towarzystwa Nauk Scislych w Paryżu, tom II. 


Artykuły pp. Gosiewskiego, Kucharzewskiego, Sagajly, 
Trzaski i Żalińskiego. Paryż, 1872, іп-1°, stron 245, figur 8. 
Cena 2 talary. (Obadwa tomy razem oprawne, 3 tal. 22 sgr. 
6 fen.) 


„ Wykład Hydrauliki wraz z teorya machin wodnych, poprze- 


dzony wiadomościami wstępnemi z Hodrostatyki i Hydro- 
dynamiki; przez pp. Feliksa Kocnanzewskieco i Władysława 
KtuGeka (inżynierów dyplomowanych szkoły Dróg i Mostów 
w Paryżu). Paryż, 1873, in-8^, stron туг i 1018. Figur 
w tekście 110, oprawa angielska, Cena 20 franków. 


10. Zasady rachunku różniczkowego i całkowego, przez Włady- 


sława FoLKIERSKIEGO, stałego Sekretarza i Wice-prezesa To- 
warzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom 1 Rachunek Cał- 
kowy. Część pierwsza : całkowanie różniczek i t. d. Paryż, 
1873, in-8°, slron xvi i 752, figur 76, oprawa angielska. Cena 
12 franków. : 


Wyktad Mechaniki czasteczkowej (molekularnej), przez Wła- 
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dyslawa GosıEwSKIHGO, prof. Fizyki matematycznej. Tomu 
Iso części różniczkowej zeszyt pierwszy. Paryż, 1873, in-8^, 
stron 176, Cena fr. 4. 


12. Pamietnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu; tom Ш, 
zawierający wypracowania pp. W. Folkierskiego, Klugera, 
Kucharzewskiego, Dolińskiego, Gosiewskiego i Martynow- 
skiego. Paryż, 1873, stron үш i 354, figur 96. Cena fr. 12. 


13, Mechanika rozumowa, przez G.-H. NIEWEGŁOWSKIEGO, dwa 
tomy. Tom I, Statyka i Dynamika punktu. 1п-%°, stron 544 
7 figurami ; cena fr. 10. 


14. Wykład zupełny Algebry, przez Adolfa SAGAJŁĘ, w czterech 
tomach. Tom pierwszy : Poczatki Algebry. Paryż, 1878, in 8°, 
stron 632, z figurami. Cena 5 fr. 50 cent. 


15. Bibliogrofia piśmiennictwa polskiego z dzieła Matematyki 
i Fizyki oraz ich zastosowań , przez Dra Teofila ZEBRAWSKIEGO, 
członka Akademii Krakowskiej. Kraków, 1873, in-8”, stron 
617, z tablicami. Cena 3 talary. 


10. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych, tom IV, zawierający 
wypracowania pp A. Martynowskiego, K. Brandta, J.-N. 
Frankego, W. Klugera, W. Pachewicza, 8. Baranowskiego 
i Cayley'a (tłomaczenie z angielskiego). In-4°, Paryż, 1874, 
czterdzieści dwa arkusze druku, figur w tekscie 100. Cena 
12 franków. 

17. Wykład zupełny Algebry, przez Adolfa SAGAJŁĘ, w czterech 
tomach. Tom II: Teorya wyznaczników i jej przedniejsze 


zastosowania, Paryż, 1874, in-8?, stron 400. Cena 5 fr. 50 cent, 


18. Pamietnik Towarzystwa Nauk Ścisłych, tom V zawierający 
prace pp. К. Maszkowskiego, Wł. Gosiewskiego, L. Wojcie- 
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chowskiego, J. Rostafińskiego i 5. Baranowskiego In-^^, Pa- 
ryż, 1874, czterdzieści cztery arkusze druku, figur w tekscie 
24, tablic 20. Cena fr. 16. 


"419. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom VI, 
zawierający prace pp. J. Rostafińskiego, A. Martynowskiego, 
S. Elzanowskiego, W. Zajaezkowskiego i M. Girdwoynia. 
In-4°, Paryż, 1875, czterdzieści cztery arkusze druku, figur 
w tekscie 10, tablic litografowanych 12, stalorytów 8. Cena 
franków 20. 


20. G. R. NIEWEGŁOWSKI : Mechanika Rozumowa, tom 11, Dyna- 
wika uktadów materyalnych. Hydrostatyka i Hydrodynamika. 
Paryż, 1876, in-8°, stron 885, z figurami w tekscie. Cena 
15 franków. 


21. Pamietnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom VII 
zawierający prace pp. Wł. Gosiewskiego, K. Brandta, K. 
Herlza i S. Dicksteina, A. Sękowskiego, M. A. Baraniec- 
kiego, B. Rejchmana, M. A. Baranieckiego i A. Sagajly. 
In-8” Paryż, 1875, czterdzieści arkuszy druku, figur w leks- 
cie (drzeworytów) 56, miedziorytów typograficznych (sur 
cuivre en relief) 2, tablic : miedzioryt 1, stalorytów t, foto- 
druk 1. Cena fr. 20. 


32, Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom VIII 
zawierający prace pp. M. A. Baranieckiego, Wł. Gosiew- 
skiego, M. Hulewicza, Z. Laskowskiego, J. Rostafińskiego, 
A. Sagajły, A. Transon (tłomaczenie z francuzkiego), Abla 
'Transon (ttomaczenie z francuzkiego), M. A. Baranieckiego. 
In-4°, Paryż. 1876, trzydzieści arkuszy druku, figur w teks- 
cie : drzeworytów 18 i tablica jedna litografowana. Cena 
franków 20. 

23. WŁ KLucEn : Wyktad Wytrzymałości Materyałów. Paryż, 
1876. 1n-82, stron 595 z figurami w tekscie. Cena 15 fr. 
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24. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Šcistych w Paryżu, tom IX 


te 
I! 


zawierajacy prace pp.: M. Girdwoynia, L. Wojciechow- 
skiego, Wl. Gosiewskiego. S. Dicksteina i Gosiewskiego, M. 
Szystowskiego, K. Brandta i J. Sniechowskiego. Paryz, 1877, 
pięćdziesiąt arkuszy druku in-4^, drzeworytów 75, tablic lito- 
grafowanych 11, miedziorytów 2. Cena 20 fr. 

Wykład Nauki o Równaniach Różniczkowych, przez Wł. 
ZAJĄCZKOWSKIEGO, doktora filozofii, profesora Matematyki 
w Akademii Technicznej Lwowskiej. In-8°, str. xxrv i 902 
z figurami w tekscie. Cena 25 fr, 


26. Geometrya Analityczna, przez A. SĄGAJŁE, tom 1 in-ie, 


ie 


28 


29. 


zawierający sto arkuszy druku z figurami w tekscie. Paryż, 
1877 roku. Cena 25 fr. 


1. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom X 


zawierający prace pp. J. Sochockiego, E.-Habicha, M. A. 
Baranieckiego, W. Gosiewskiego, M. A. Baranieckiego, 
T. Chudzińskiego, K. Brandta, W. Trzaski, W. Trzaski, 
M. Szystowskiego i A. Martynowskiego. Paryż 1878, ezter- 
dzieści arkuszy druku in 4^, drzeworytów 76, tablic litogra- 
fowanych 9. Cena 20 fr. 


. G.-H. NIEWĘGŁOWSKi, Algebra, t. IY, Paryż, 1879, str. xit 


i 893, іп-8°, Cena 12 fr. 
M.-A. BARANIECKI, Teorya Wyznaczników. Paryż, 1879, 


str. x 1 595, z figurami w tekscie, in 8°. Cena 15 fr. 


ZNAJDUJA SIĘ OBECNIE W DRUKU: 


30. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom XI 


in-4", 


31. Ernest SĄGAJŁO, Geometrya Wykreślna, in 4». 


PARYŻ —DRURAKN А К, MARTINET, ULICA MIGNON, 3. 
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